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Erlauterungen zu den
hinreichenden Kriterien b und ¢

Voraussetzungen

Wir benutzen im Folgenden als Beispiel wieder die Funktion, die ich schon im Un-
terricht als Beispiel vorgefihrt habe. Die Ableitungen und die mdéglichen Extrem-
stellen haben wir im Unterricht schon berechnet, deshalb gebe ich sie hier ein-
fach an:

f(x) =l 304
2 2

f'(x) = 2x3 —gx2
2

f''(x) = 6x® — 9x

Xz, =0

E2

9
X, = —
4

Fir diese beiden Kriterien brauchen wir maximal die zweite Ableitung, darum
sind die anderen nicht angegeben.

Argumentation uber Funktionswerte

Grundlegende Erkenntnis: Punkte die sich nahe bei Extrempunkten befinden, ha-
ben stets ...

kleinere Funktionswerte als der Extrempunkt, wenn es sich um einen
Hochpunkt handelt

héhere Funktionswerte als der Extrempunkt, wenn es sich um einen Tief-
punkt handelt

Diese Erkenntnis wird fir dieses hinreichende Kriterium benutzt:

Wenn zwei Punkte ,links” (also mit kleinerer Stelle als der mdgliche Ex-
trempunkt) und ,rechts” (also mit groRRerer Stelle als der mdgliche Extrem-
punkt) beide kleinere Funktionswerte haben als der mdégliche Extrempunkt
selbst, handelt es sich bei dem mdéglichen Extrempunkt tatsachlich um ei-
nen, und zwar um einen Hochpunkt.

Wenn zwei Punkte ,links” (also mit kleinerer Stelle als der mdgliche Ex-
trempunkt) und ,rechts” (also mit groRerer Stelle als der mdgliche Extrem-
punkt) beide gréRere Funktionswerte haben als der moégliche Extrempunkt
selbst, handelt es sich bei dem mdéglichen Extrempunkt tatsachlich um ei-
nen, und zwar um einen Tiefpunkt.

Wenn von zwei Punkten, von denen einer ,links” (also mit kleinerer Stelle
als der moégliche Extrempunkt) und einer ,rechts” (also mit groRerer Stelle
als der mdgliche Extrempunkt) vom mdglichen Extrempunkt liegt, der eine
einen kleineren und der andere einen gréReren Funktionswert hat als der
mogliche Extrempunkt selbst, handelt es sich bei dem madglichen Extrem-
punkt in Wirklichkeit um einen Sattelpunkt.
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Hier eine erhellende Skizze:
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Es ist zu beachten, dass die Stellen, die wir zur Uberpriifung benutzen, nicht so
weit entfernt liegen dirfen, dass sie sozusagen ,jenseits” einer anderen maogli-
chen Extremstelle liegen. Hat man mehrere mégliche Extremstellen, missen die
,Uberpriifungsstellen” stets zwischen den méglichen Extremstellen liegen.

Und hier das Beispiel zur oben genannten Funktion:
Wir betrachten zuerst x., =0

Erlaubte Uberpriifungsstellen sind Xy =—Tund x, =1 (3 ginge z.B. nicht, da die-
se Stelle jenseits der anderen moglichen Extremstelle liegt).

Es gilt (die Rechnungen maoge jeder selbst ausfihren):

1 3
flxg) = fl-V =+ +1=3

f(xg,) = f(0) =1 also: f(xg,) = 3 > fixg,) =1> f(xy,) =0

1 3
flxg,) =)= =2 +1=0

Gemal den Ausfiihrungen oben, haben wir einen Sattelpunkt mit den Koordina-
ten (0] 1)

) 9
Jetzt betrachten wir x_, = Z

Erlaubte Uberpriifungsstellen sind Xy, =1 (von eben, kdnnen wir noch mal benut-
zen) und x,, =10.
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Es gilt (die Rechnungen moge jeder selbst ausfihren):
f(xy,) =f(1) =0
fixg,) = f(%) =-3,271484375 also:  f(xg,) > f(xg,) < f(xy,)

f(x,) = f(10) = 5000 — 1500 + 1= 3501

Gemald den Ausfiihrungen oben, haben wir einen Tiefpunkt mit den Koordinaten
(2,25|-3,271484375).

Vorzeichenwechselkriterium

Grundlegende Erkenntnis:
e Vor Hochpunkten ist die Steigung positiv, danach negativ.
e Vor Tiefpunkten ist die Steigung negativ, danach positiv.
e Vor Sattelpunkten ist die Steigung genauso (positiv oder negativ) wie da-
nach.

Diese Erkenntnis wird fir das hinreichende Vorzeichenwechselkriterium benutzt:

e Wenn an einer Stelle links von einer moéglichen Extremstelle die erste Ab-
leitung einen positiven Funktionswert hat und an einer Stelle rechts von
derselben moglichen Extremstelle die erste Ableitung einen negativen
Funktionswert hat, dann haben wir die Stelle eines Hochpunktes gefun-
den.

e Wenn an einer Stelle links von einer moéglichen Extremstelle die erste Ab-
leitung einen negativen Funktionswert hat und an einer Stelle rechts von
derselben moéglichen Extremstelle die erste Ableitung einen positiven Funk-
tionswert hat, dann haben wir die Stelle eines Tiefpunktes gefunden.

e Wenn die erste Ableitung links und rechts von der moglichen Extremstelle
dasselbe Vorzeichen hat, also entweder beide male positiv oder negativ
ist, haben wir die Stelle eines Sattelpunktes gefunden.

Hier wieder eine erhellende Skizze:
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Es ist wieder zu beachten, dass die Stellen, die wir zur Uberpriifung benutzen,
nicht soweit entfernt liegen dirfen, dass sie sozusagen ,jenseits” einer anderen
moglichen Extremstelle liegen. Hat man mehrere moégliche Extremstellen, missen
die ,Uberpriifungsstellen” stets zwischen den moglichen Extremstellen liegen.

3
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Auch hierfiir das Beispiel mit der obigen Funktion
Wir betrachten zuerst x., =0

Erlaubte Uberpriifungsstellen sind wieder Xy =—Tund x, =1 (3 ginge z.B. nicht,
da diese Stelle jenseits der anderen mdglichen Extremstelle liegt).

Es gilt (die Rechnungen mdge jeder selbst ausfihren):
F(xg) = fi—=1) = —2—% _ 6,5

f(x,) = f(1) = 2—% =-2,5

Also ist die Steigung sowohl vor als auch nach der mdéglichen Extremstelle nega-
tiv. GemalR den Ausfiihrungen oben, haben wir einen Sattelpunkt, dessen Funk-
tionswert wir mit diesem Verfahren noch extra ausrechnen missten, um einen
Punkt aus Stelle und Funktionswert zu erhalten.

) 9
Jetzt betrachten wir x_, = Z

Erlaubte Uberprifungsstellen sind wieder Xy, =1 (von eben, kénnen wir noch mal
benutzen) und x;, =10.

Es gilt (die Rechnungen madge jeder selbst ausfihren):

f'{xy,) =) =-2,5

f'(xy3) =1'(10) = 2000 - 450 = 1550

Also ist die Steigung sowohl vor der mdéglichen Extremstelle negativ, danach po-
sitiv. Gemal den Ausfihrungen oben, haben wir einen Tiefpunkt, dessen Funkti-

onswert wir mit diesem Verfahren noch extra ausrechnen mduissten, um einen
Punkt aus Stelle und Funktionswert zu erhalten.

Hier zur Veranschaulichung der Graph der Funktion mit den bisher berechneten
Punkten:
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