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Steigung und Ableitung

Die Steigung einer Funktion mit kurvigem Graphen

Kurvensteigung & Tangentensteigung

Das Problem bei Kurven ist, dass sie keine durchgéngig gleichbleibende Steigung haben. Die Steigung andert
sich von Punkt zu Punkt. Deshalb brauchen wir die folgende...

Definition

Die Steigung einer Kurve in
einem Punkt ist identisch mit . te
der Steigung der Tangente Q PR e

(= Beriihrende) an diesem 2~ e . Taﬂg

Punkt.

(Xo | f(Xo))

Wenn wir nun die Steigung in einem Punkt (x | f(x,)) herausfinden wollen, brauchen wir ,nur noch” die

Steigung der Tangente an diesem Punkt. Diese lasst sich allerdings nicht herausfinden, wenn wir nur die Funk-
tionsgleichung und einen Punkt auf dem kurvigen Graphen kennen. Wir gehen deshalb einen Umweg:

Tangentensteigung & Sekantensteigung

Zunéchst sehen wir uns eine
Sekante durch (x, | f(x,))

an. Eine Sekante ist eine
Gerade, die den Funktions-
graph an einem bestimmten %Q}{j,
Punkt nicht beriihrt, sondern =4
schneidet. Diese Sekante
soll den Graph etwas weiter
rechts noch einmal schnei-
den.

Alxo +h| fixo + h))

h

Aus praktischen Griinden wurde der zweite Schnittpunkt mit (x, + h | f(x, 4 h)) bezeichnet, so dass der
Abstand zwischen den beiden Stellen genau h betragt.
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Berechnung der Sekantensteigung
Nach der Formel fiir die Geradensteigung kann leicht die Steigung der Sekante berechnet werden:

_ Hixg +h) —fixe) _ fixg +h)—fixo)
Xg +h—xq h

S

Die rechte Seite dieser Gleichung heiBt Differenzenquotient.

Von der Sekantensteigung zur Tangentensteigung

Um nun von der Sekanten- zur Tangentensteigung zu gelangen, Iasst man den Abstand h der beiden Stellen
winzig klein werden, so dass sich die beiden Punkte aufeinander zu bewegen und so schlieBlich ,miteinander
verschmelzen”. Dazu benutzt man einen Grenzwertprozess, bei dem man h gegen Null laufen lasst:

Hier ist also die Steigung der Tangente durch (x, | f(x,)):

m — fim o 1) = fixo)
h

lim Die rechte Seite dieser Gleichung wird Differentialquotient genannt.

|Aufgabe 17

Berechne die Steigungen der Graphen der angegebenen Funktionen an den jeweils angegebenen Stellen.

ax)=5x"+2  x,=3 |bx)=0,1x*-11 x,=-2 |cx)=x>-1 x

0 =5

0

Die Ableitungsfunktion

Natiirlich kann man in den Differentialquotienten jede beliebige Stelle der urspriinglichen Funktion einsetzen.
Jeder Stelle wird so eine Steigung zugeordnet. Diese offensichtlich eindeutige Zuordnung ist eine Funktion, die
so genannte Ableitungsfunktion, bezeichnet als f'(x). (Lies: ,f Strich von x”).

Definition der Ableitung

[ f'(x) = lim
h—0

f(x + h) — f(x) 1
h

Nur dies ist die Definition der Ableitung. Alles, was wir kiinftig zur vereinfachten Berechnung der Ableitung
herausfinden werden, ist wirklich nur Vereinfachung, nicht Definition.
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Mithilfe der Ableitungsfunktion kdnnen wir die Steigung der urspriinglichen Funktion an jeder beliebigen Stelle, . .
die man fiir die Variable x einsetzen kann, berechnen. Ablelten |e|Cht ge maCht
'Aufgabe 2 Ableitung einfacher Potenzfunktionen
a) Berechne jeweils die Ableitungsfunktion der angegebenen Funktion. Fiir alle Funktionen, die sich als Potenz schreiben lassen, gilt:
b) Was fallt auf, wenn du die Ableitungen der jeweils iibereinander stehenden Funktionen miteinander
vergleichst? [ f(x) = x" = flix)=r-x"" reR ]
¢) Vergleiche jeweils die Ableitung mit der Ursprungsfunktion. Welche RegelmaRigkeit fallt hier auf?
d) Benutze die Ableitungsfunktion, um die Steigung des Funktionsgraphen an je zwei selbst gewahlten Beispiele
Stellen zu ermitteln. flx) = x* N £1(x) = 4x°
dix) = x* f(x) = 4x° h(x) = x* — 2x f(x) = % =x7 = f'ix) =-3x* = —%
X X
efx) = x° o) = 5x° ilx) = x* — 6x f(x) = 5 = 5x° = f'(x) =0x"'=0
1 1 1 1
fx) = Vx = x°° = f'X)=0,5-x° =0,5. - =~ L —
X2 Ix o 2dx
Grundlegende Ableitungsregeln
. . f(x) = g(x) £ h(x) = f'(x) = g'(x) £ h'(x)
GfﬂphlSCheS Ableiten | { f(x) = a- g(x) N f'x)=a-g'(x) acR
Man kann die Ableitungsfunktion auch graphisch bestimmen. Das Verfahren dazu wird an der Tafel erldutert. Beispiele
f(x) = x*+9x 72 = f'(x) = 4x® —18x73
' Aufgabe 3 f(x) = 3x° = f'(x) = 16x*
Leite die Funktionen, deren Graphen hier gegeben sind, im Heft/er zweimal graphisch ab (bilde also die ers-
ten beiden Ableitungen). Du kannst die Ableitungen in ein einziges Koordinatensystem zeichnen, sofern du, Hohere Ableitungen

2.B. mit verschiedenen Farben, die Ubersicht behltst. Natiirlich kann man Ableitungsfunktionen auch ableiten. Man produziert dann die zweite, dritte, vierte ... Ablei-

tung: £ (x), """ (x), """ (x) usw.
Il I}

Beispiel

fix) = 2x° f''(x) =12x" = 12x f""(x)=0-12x"=0

f'(x) = 6x° f''(x) =12x° =12 f'"""(x)=0
‘Aufgabe4

a) Bestimme jeweils die ersten drei Ableitungen der angegebenen Funktionen.
b) Berechne mithilfe der ersten Ableitung jeweils die Steigung des Graphen der Ursprungsfunktion an der

Stelle 2.
j(x) = x* m(x) = 12x° p(x) = VX + 7/x
kix) = x°* n(x) = 10x” + 4x® qlx) = % +1,6x7*
X
I(x) = x* o(x) = 8x° - 3x%? r(x) =1
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Krimmungsverhalten

Wir betrachten den Graphen einer Funktion und ihre ersten beiden Ableitungsgraphen:

Origi

3

nalfunktion:

o
o

e Ableitung:

te Ableitung:

12 3vs 7
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Aufgabe 5
a) Markiere die Abschnitte der Originalfunktion, auf denen sich der Graph nach rechts kriimmt, griin und
die Abschnitte, auf denen er sich nach links kriimmt, rot.
b) Markiere auf den Intervallen, auf denen du den Originalgraphen rot/griin markiert hast, auch die Ablei-
tungsgraphen rot/griin. Was fallt auf?

Hier ist Platz fiir die richtige Antwort zu 5b, sie ist wichtig fiir die Zukunft:

Aufgabe 6
Bestimme jeweils das Kriimmungsverhalten der Funktion an den jeweils angegebenen Stellen x1 usw.:
a a(x)=x*—3 ;=56 x,=-3 x,=0
b b(x)=-2x*+10x*+12  x,=10 x,=1 x,=0
o c(x) =19x" — 4x* X,=—2 X, =-3 X;=0
Aufgabe 7

a) Bestimme das Kriimmungsverhalten der Funktion

i(x) = x* —0,2x® —B5x? —Bbx + 2

an allen ganzzahligen Stellen zwischen -4 und 4.

b) Mache eine Aussage dariiber, wie oft sich das Kriimmungsverhalten anscheinend andert.

c¢) Welche Mdglichkeit gibt es, die Anzahl der Krimmungswechsel rechnerisch exakt herauszufinden?

d) Was ist resultierend aus c) die Maximalanzahl der Krimmungswechsel einer ganzrationalen Funktion n-
ten Grades?
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