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Exponentialfunktionen:
Wachstum und Zerfall
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Aufgaben

Die bisher bekannten ganzrationalen Funktionen kénnen schon eine Menge realer Prozesse ganz gut beschrei-
ben. Allerdings gibt es auch viele Sachzusammenhénge, bei denen ganzrationale Funktionen versagen. Dann
miissen andere Funktionstypen her.

Zur Modellierung bestimmter Wachstums- und Zerfallsprozesse eignen sich Exponentialfunktionen sehr gut.

Beispiel
Eine bestimmte Algenart beginnt eine Invasion auf einen See. Die bedeckte Flache verdoppelt sich jeden Tag.
Man entdeckt die Algen, als sie bereits drei Quadratmeter bedecken. Daraus ergibt sich dieser Ablauf:

Tag 0 1 2 3 4 5 6 7
3 Usw.

Bedeckte Fliche in m’ 6 12 24 48 96 192 | 384

t
Dazu passend ist folgende Funktionsgleichung: a(t)=3-2

Die 3 ist der so genannte Anfangswert, die 2 der Wachstumsfaktor.

Formales zu Exponentialfunktionen

Eine vorlaufige Grundform von Exponentialfunktionen sieht so aus:

[ fixy =a-b % +e mit a, b, c, d, e GR]

Die Parameter a, b, ¢, d und e haben, abgesehen von der anwendungsbezogenen Bedeutung, Auswirkun-
gen auf den Graphen:

: a streckt und staucht den Graphen - wie bei ganzrationalen Funktionen.

: Ist b =1, ist der Graph eine horizontale Gerade. Ansonsten ist der Graph eine Kurve.
: ¢ streckt und staucht den Graphen parallel zur x-Achse.

: Ist d nicht Null, wird der Graph um d nach rechts verschoben.

: Der Graph wird um e nach oben verschoben.

® Q0 T o

Fiir d und e gilt natiirlich, dass der Graph in die entgegengesetzte Richtung verschoben wird, sollte der Para-
meter negativ sein.
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7. Zunichst variieren wir das Eingangsbeispiel. Auf anderen Seen gibt es mutierte Algen mit anderen
Wachstumsfaktoren (siehe unten). Sie werden wieder bei anfangs drei Quadratmetern bedeckter Flache
entdeckt. Stelle Funktionsgleichungen fiir die folgenden taglichen Wachstumsraten auf und berechne die
Vervielfachungen in den ersten fiinf Tagen:

3 10 100 1,5

2. Angenommen, am Anfang existieren 10 Quadratmeter Algen, die sich pro Tag vervierfachen. Rechne zu-
néchst aus, wie viele Quadratmeter man am ersten, zweiten, ..., fiinften Tag hat. Versuche dann eine
passende Funktionsgleichung aufzustellen.

3. Genauso, wie etwas wachsen kann, kann etwas zerfallen. Bei radioaktiven chemischen Elementen gibt
es die Halbwertszeit, die angibt, wann nur noch die Halfte einer urspriinglichen Menge vorhanden ist. Der
Wachstumsfaktor wird nun zu einem Zerfallsfaktor und betragt O, 5.

Die Halbwertszeit des chemischen Elements lod betrdgt gut acht Tage. Nehmen wir an, es sind genau
acht. Du hast aus irgendeinem Grund 16kg lod erbeutet und siehst ihm nun beim Zerstrahlen zu. Stelle
eine Funktionsgleichung auf und berechne die vorhandenen Mengen nach 8, 16, 32 und 64 Tagen.

4. Die Halbwertszeit von Plutonium betrégt 24. 110 Jahre. Angenommen, ein wahnsinniger ehemaliger
Froschdompteur hat 200kg (eine véllig utopische Menge) erbeutet und machte nun wissen, wie viel er
nach 100, 1000, 10.000 und 1.000.000 Jahren noch hat. Stelle eine Funktionsgleichung auf,
bei der man fiir die Variable einfach die seit der Erbeutung des Plutoniums vergangenen Jahre einsetzen
kann und berechne die vorhandene Menge Plutonium zu den o.g. Zeitpunkten.

5. 7wei Kaninchen haben besondere Freude am Zusammensein, so dass sie einen beachtlichen Nachwuchs
hervorbringen. Nach 8 Tagen veranderthalbfacht sich immer ihre Gesamtanzahl. Stelle wieder eine pas-
sende Gleichung auf und berechne, wie viele Karnickel wir nach einem halben Jahr (183 Tage) begrii-
Ren, wenn alle iiberleben.

6. 50 Kirnchen Feenstaub verdreifachen sich aufgrund eines entsprechenden Zaubers taglich. Nun wird es
anspruchsvoll: Ich mdchte vier unterschiedliche Funktionsgleichungen haben: Jeweils eine, in der ich als
Variable Stunden, Wochen, Monate und Minuten ,eingeben” kann. Berechne mit jeder dieser Gleichungen:
Wie viele Kdrnchen habe ich nach 17 Stunden und 23 Minuten?

7. 1993 hat irgendein Atomkraftwerk 600g Plutonium produziert. Nun méchte ich eine Funktionsglei-
chung, in die ich direkt die Jahreszahl eingeben kann und sehe, wie viel Plutonium dann und dann noch da
ist. Gib genaue Werte fiir die Jahre 50.000, 76.038, 802.701 und 2.000.001 an.

8. Dein Mathelehrer befiehlt dir, den Graph der Funktion v(x) = 4 um 2 nach links und 4 nach oben zu
verschieben und die passende Funktionsgleichung aufzustellen. Du bist natiirlich artig und tust das.
Zeichne den veranderten Graphen.

9. Nun wird es tollkiihn: Man verlangt von dir, dass der Graph von v(x) mit dem Faktor O,4 gestaucht
wird. Nochmal das Ganze.

70. Beschreibe in Worten, welche Verdnderungen dazu gefiihrt haben, dass aus wi(x) = 5™ die Funktion
Gx) =17-5%"" 42 wurde.
7 7. Beschreibe nunin Worten, wie aus u(x) = 0,2-5%"*% — 8 die Funktion t(x) =5 wurde.

72. Und nun beschreibe die Veranderungen
von q(x) =50-10%® + 20 zu p(x)=5-10""* —9.
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Tipps zur L6sung von Exponentialgleichungen

Bis jetzt kdnnen wir mit Exponentialfunktionen ausrechnen, wie viel Algen, Feenstaub o.d. wir zu einem be-
stimmten Zeitpunkt iibrig haben. Man mdchte jedoch auch wissen, wie lange es dauert, bis man eine bestimmte
Menge Algen, Feenstaub etc. hat. Vorher war also die Zeit gegeben und die Menge gesucht, nun ist die Menge

gegeben und der Zeitpunkt gesucht. Fiir solche Probleme braucht man den Logarithmus.

Grundsatzliches

Der Ausdruck wird folgendermaBen gelesen: Logarithmus von a zur Basis b.

ﬁ)efinition des Logarithmus
Der Logarithmus ist folgendermaRen definiert:

Der Doppelpfeil heiBt, das die Aussagen rechts und links davon gleichwertig sind.

\

x:logba®bxza|

Der Logarithmus von a zur Basis b ist also die Zahl, mit der man b potenzieren muss, damit a herauskommt.

Es gilt demnach auch:  |b°*° = a

/

Spezielle Logarithmen:

= g ist der Logarithmus zur Basis 10, bedeutet also dasselbe wie log, . Leider auf vielen Taschen-

rechnern mit log bezeichnet. Also nicht verwirren lassen!
= Inist der Logarithmus zur Basise = 2,718281828459... Diese ,Eulersche Zahl” lernen wir

bald kennen.

Eingabe in den Taschenrechner

Mdchte man ausrechnen, hat aber einen uralten Taschenrechner, gibt man folgendes in den TR ein:

Iga : Igb/|. Hrt sich komisch an, ist aber so.

Die Logarithmengesetze

Wie bei Potenzen gibt es auch bei Logarithmen Rechengesetze, die ihr ab sofort prasent haben miisst.

log,(u-v) = log, u+log, v log, g log, u—log, v log,(u") =r-log, u
v

Dabei gilt: be R"\1 uveR" reR
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Vorfiihrung an einem Beispiel

Rechnung Kommentar

8t =5.3"72 Zuerst schreibt man natiirlich die Gleichung hin.
Dann trennt man alle Bestandteile, in denen die

8'=5.3".372 Variable vorkommt, von denen, die sich als Zahl
schreiben lassen.

8; _ i Nun bringt man alles mit der Variable auf eine

3 3? Seite, alles andere auf die andere Seite

t
§ _ § Jetzt schreibt man den Term mit der Variable so
3 9 um, dass die Variable im Exponent steht.
t =log, E D.ann kann man den passenden Logarithmus
39 hilden.

t=-0,69927521849218

Hier ist Platz fiir ein Gedicht

Diesen ldsst man sich mit dem Taschenrechner
ausrechnen.
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7. Mit den Logarithmengesetzen kann man Terme vereinfachen. Erledige das mit den hier aufgefiihrten Ter-
men - ohne den Taschenrechner zu benutzen!

a) lg60—Ig2—Ig3 b) Ig150+1g2—Ig3 ¢ Ignglg%Jrlg% d) log, 48 —log, 3—1log, 2

2. Lise die Gleichungen (also bestimme die Unbekannte) - méglichst ohne Taschenrechner!

a) log, x +log, 3 =1log, 9 ’ b) Ig8z+1)=1 ‘ c) log,y—1log,2356 =Ig1 ’d) log,(d +2) +1=1log; 12
e) lgb+lgz=1 ’f) log, g+ 2log, 6 =log, 72 ‘ g) r=log, 25 ’ h) i=1log,; 10000 — log, 2000
3. Lose die Gleichungen. Es kommen teilweise ,unfreundliche” Ergebnisse heraus, runde diese auf vier Stel-
len hinter dem Komma.
a) 4=16777216 ‘ b) 5-4* +1=5242881 ‘ c) 3 =4.5" ’ d) 22-3"° =9.5*"
e) 7" =823543 ‘ f) 5" =2.7"" ‘ g) 5-6* =6-5" ‘ h) 18.3""'=2.5""

4. Berechne die Nullstelle und den y-Achsenabschnitt der angegebenen Funktionen — soweit miglich.
a) Ois)=3° ‘b) (s =3 -3 c) Uls)=3"+5 ‘d) Yis)=4-3°—6

e) Bis)=—2-4+3 ’f) @(s)=—4-2°—4 ’g) §(s)=—0,5-2°+10 ’ h) #(s)=10°-0,1°-2° —1

5. Hier sind jeweils zwei Exponentialfunktionen angegeben. Berechne den Schnittpunkt der beiden Graphen.

) — 80.2° 1°¢ Qo) — 5. 2° dic)=3-2"°
a) 0= -c b) b(c):E o) c76-o3c d) N6 8)°
kic)=5-4 Lic) = 81.3¢ m(c) =6-0, c) = [g]

6. Die Funktionen mit den unten angegebenen Gleichungen schneiden sich irgendwo. Gib den Schnittpunkt
genau an. Leider ist hier die Losung nur durch Ausprobieren zu finden. Wieso?
" 1 - 3¢
O(d) = -2 -1 Ud)=—-2
4 9

7. Die elenden Algen wieder. Sie bedecken eine Fléche von drei Quadratmetern, als sie gefunden werden und
verdoppeln sich alle drei Tage. Nun will irgendein Depp prazise wissen, wann sie 50 Quadratmeter bede-
cken. Berechne.

Exponentialfunktionen & Logarithmen 5 mathe@steyvel.com

E-Phase Mathematik Martin-Niemdller-Schule Stefan Krissel

8. Die Laune irgendeines Mathematiklehrers beginnt bei 200 Launepunkten und halbiert sich alle 10 Mi-
nuten, nachdem ihn irgendein Schiiler wegen einer Algenaufgabe als Depp bezeichnet hat. Wann ist seine
Laune bei 30 Launepunkten (sténdiges Grummeln) angelangt?

9. Atomkraft ist ja was Tolles. Man michte ein Kilogramm Plutonium loswerden. Die Halbwertszeit von Plu-
tonium betragt 24.1 10 Jahre. Wann kann man damit rechnen, nur noch ein Gramm loswerden zu miis-
sen?

70. Zwei Populationen intelligenter Algen haben einen Wettbewerb gestartet, welche ihren eigenen See
zuerst vollkommen zuwdchst. Population Hummelheim startet mit 20 Quadratmetern und verdreifacht
sich alle vier Tage. Population Bienendorf startet mit 200 Quadratmetern, aber verdreifacht sich nur al-
le 5 Tage. Am Ende gewinnt Hummelheim. Ermittle, wie groR jeder der Seen mindestens ist.

Ergebnisse zu manchen Aufgaben — zur Uberpriifung

2. a)x=3  h)z=3 c)y=2356 d)d=04 e)z=2 flg=2 ghr=2  h)i=05
3. 312 b)5 ¢)10,5672897 d)-14,154209 e) 11 f)-7,84331378 g) 0,5 h) -0, 6056367

Sy =— sy =1 Sy =— xy = 0,36907
4. 2" b " o d '
S,001 §,001-2) §,(016) §,00[-2)
s, =0,29248 5, =— s, =4,321928 s, =0
e) f) g h)
S,0]1) S,(0]-8) $,(019,5) S,(00)
5. a)(4]1280) b) (- 4|6561) ¢)(0,0961044|5,344416576) d)(-0,595922|4,53433147)

7. 3|0g2[%]:12,176681

. IOIugﬂ'E[%]:27,369655941662061664165804855416

© o

. 24110l0g, [ﬁ] =240275,05910320291862146020433497

Dieses Bild einer Schiffschraube erfiillt,
wie die meisten Bilder in Mathebiichern
auch, keinerlei Zweck.

Hier kannst du ein eigenes zweckloses Bild hinzeichnen.
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Exponentialfunktionen und

. Ableitung beliebiger Exponentialfunktionen
die Eulersche Zahl e

> 12.1-Buch, S. 92-148 Aufgrund des auf der letzten Seit_e unten. hgschriebe-
nen Zusammenhangs kann man jede beliebige Expo-
nentialfunktion in eine e-Funktion umwandeln und
anschlieRend ableiten.

Graph der e-Funktion mit ihrer

Der Nutzen der Eulerschen Zahl identischen Ableitung

6
Problem Beispiel
Exponentialfunktionen wie ... f(x) = 2% glx) = 3* kix) = 9% = gn®x 5
. . . . . . X+h X x+h X % X
milssen schW|er|g_ mit dem Differential- £(x) = lim 2 2 g'(x) = lim 3 3 k'(x) =In9-e"®* = In9.9
quotienten abgeleitet werden. h—0 h h—0 4
z[i]lilt:-Resultate sehen nicht sehr erbaulich £'(x) = 0,6931471806 - 2* g'(x) = 1,098612289 - 3* Man kann das Ganze dann natiirlich kiirzer schreiben: ;
Beispiele
. L(x) = 11" m(x) = 7,2 2
j L'x)=In11-17 m'(x)=In7,2.-7,2
5 /
0
4 p 3 2 A o 1 2 3
, .
Ableitung komplexerer e-Funktionen
Ny
!/} Steht im Exponent einer e-Funktion etwas anderes als nur x, so wird die Ableitung gemaR dieser Regel gebildet:
0 _ avix) 1 ] v(x)
y R — o 3 3 7 fix) =e = f'ix)=v'(x)-e
— - Beispiele
f(x) = 2* mit ihrer Ableitung g(x) = 3 mit ihrer Ableitung 2x45 (x) 2 (x) 11x-12x2 (x) x
. = e* =e* x)=e " x) = e°
f'(x) = 0,6931471806 - 2* (gestrichelt) g'(x) = 1,098612289 - 3 (gestrichelt) nx) =e a=e P oA x
nu(x):262x+5 o'(x):2xex p-(x):(11724x).e11x—12x q-(x):exee
Die wundervolle Losung fiir das Problem: Die Eulersche Zahl und der natiirliche Logarithmus Diese Regel ist ein Spezialfall der so genannten Kettenregel, die wir bald kennenlernen werden.
f(x) = e*
Es existiert eine Zahl e, fir die gilt: = f'(x) = ¢ Aufgabe zur Ableitung von Exponentialfunktionen
=f"(x) =€ Bilde jeweils die erste Ableitung. Beachte die Potenzgesetze!
Sie heiBt Eulersche Zahl, ihr Wert ist e = 2,718281828459... oiat
alt) = 3" dit)=3-8 g(t) =0, 7e°"
Der natiirliche Logarithmus ist so definiert: Inx = log, x b(t) = 2e! e(t) =2.0,4> hit) = e¥° -6+
o clt) = 11" f(t) = e*° i(t) = 8e®'+
Nun kann man gemaR der Potenz-Gesetze jede belie- Beispicle: fix) =2 =e*"
bige Exponentialfunktion umschreiben: Coglx) =3 =" Vorsicht! Um die zweite Ableitung zu bestimmen, bendtigen wir die Produktregel, die noch eingefiihrt wird!!/
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Anwendungsaufgaben (sehr seriés) zu Exponentialfunktionen

7 7. Wir betrachten die Funktion elf(x) = % - e auf dem Intervall [-3;4].

a. Berechne ohne Zuhilfenahme des Taschenrechners den Funktionswert an der Stelle 2.

b. Skizziere den Graphen der Funktion auf dem genannten Intervall mithilfe einer geeigneten
Wertetabelle.

c. Gib das Grenzverhalten gegen +Unendlich an.

d. Berechne, ab welcher Stelle die Funktionswerte die magische Grenze von O, 2 unterschreiten.

e. Bestimme die ersten beiden Ableitungen der Funktion und zeichne sie auf Basis einer Werte-
tabelle in das gleiche Koordinatensystem wie die Originalfunktion. Erlautere die hier vorliegen-

de Hexerei.
f.  Bestimme zuerst auf Basis einer visuellen Betrachtung des Ableitungsgraphen die Steigung
der Originalfunktion an der Stelle x, = —1. Bestimme dann exakten Wert unter Zuhilfen-

ahme des Taschenrechners und beschreibe deine Beobachtung.
g. Denke dir eine mdgliche Anwendung fiir diese Funktion aus.

72. Ordne die drei Funktionen ohne Zuhilfenahme des Taschenrechners ihren Funktionsgraphen zu. Begriin-
de deine Wahl.

zwélf(x) = 0,3 2% zwolf,(x) = 3- 0,5 zwolf,(x) = 3%

Alpha Beta Gamma

73. Vor acht Jahren hat Herr B. Sondersklug 10.000 Euro zu einem Zinssatz von 1% angelegt. Der
Vertrag ist so definiert, dass die Bank keine Maglichkeit hat, ihn zu @ndern, bevor Herr B. Sondersklug
den Weg alles Irdischen geht. Da das Kreditinstitut vom Einsatz von Profikillern absieht, zahlt sie weiter
fleiBig die Zinsen.

a. Stelle zunachst eine passende Funktionsgleichung auf.

b. Ermittle, ob sich das Geld bereits verdoppelt hat. Falls nicht, berechne, wann es soweit sein
wird.

c. Nehmen wir an, Herr B. Sondersklug habe noch 40 Jahre zu leben. Berechne, wie hoch das
Erbe sein wird, das er dann seinen Lieben hinterlasst.

d. Ermittle, in welchem Jahr nach Beginn des Sparvertrages das Wachstum des Vermdgens
120 Euro/Jahr betragt.

e. Berechne den durchschnittlichen jahrlichen Vermdgenszuwachs in den ersten zwanzig Jahren
Laufzeit.
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74. In der Gegend von Honighausen wird zweijahrlich im Juni der Bestand der Honigbienen untersucht. Fal-
gende Messwerte ergaben sich von 2000 bis 2010:

Jahr 2000 2002 2004 2006 2008 2010
#Bienen | 400.000 | 360.000 | 324.000 | 291.600 | 262.440 | 236.196

a. Uberpriife, ob es sich um einen linearen oder einen exponentiellen Zerfall handelt und stelle ei-
ne Funktionsgleichung auf, die den Zerfall einigermaRen gut modelliert.

b. Berechne, wie viele Bienen im Jahr 2007 vorhanden waren.

c. Berechne die durchschnittliche jahrliche Abnahme des Bestandes im gemessenen Zeitraum.

d. Berechne, in welchem Jahr die kritische Marke von 100.000 Bienen unterschritten wird,
wenn das Sterben so weitergeht.

e. Bestimme das Jahr, an dem die Abnahme pro Jahr 15.000 Bienen betrug.

f.  Mathematische Modelle sind immer unzureichend. Erlautere, ab wann dieses Modell spates-
tens versagt und beurteile seine generelle Qualitat, was die Vorhersage der kiinftigen Abnah-
me betrifft.

g. Tuetwas gegen das Bienensterben!

Resultate (auBer Graphen, Beschreibungen und Erlauterungen)

11.

X——00 X—00

2-x

e) elf'(x) = —%~ e elf''(x) = %-ez’x f) Sieht aus wie 2, ist aber —2,008553692

12.

Alpha: Z1 Beta: Z3 Gamma: Z2

13.

a) k(t) = 10.000-1,0T b) Erst 69,66 Jahre nach Start. | ¢) 16.122,26 Euro

d) Nach 18,8236 Jahren. Im 19. also. | e) 110,09502 Euro/Jahr

14.

a) b(z) = 400.000-0,9%5% | h) 276636. c¢) 16380,4

d) Nach 26,3153 Jahren | e) Nach 6,4521 J., also 2006.
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