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(Gebrochen) rationale Funktionen
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Polstellen

- Buch S. 98-126

Grundlegende Definitionen

Erinnerung: Ganzrationale Funktionen
So bezeichnet man alle Funktionen, die sich folgendermaRen darstellen lassen:
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fix) =a,x"+a,_x""+a,_x""+...+a,x’ +ax+a, aeR, neN

Die ai sind reelle Zahlen, wobei an nicht null sein darf. Den Term einer ganzrationalen Funktion (also den rechten
Teil der Gleichung) nennt man Polynom.

(Gebrochen) Rationale Funktionen

Diese sind eine Verallgemeinerung der ganzrationalen Funktionen. Alle rationalen Funktionen kann man als Quo-
tient zweier Polynome schreiben:

ax"+a X""+a X"?+...+ax’ +ax+a,
b, x" +b, X" +b X" +...+b,x* +bx +b,

f(x) = a,beR, nmeN

(Be)hebbare Definitionsliicken

Bei rationalen Funktionen kann es aber auch vorkommen, dass das Polynom im Nenner beim Einsetzen bestimm-
ter Stellen gleich null wird, aber die resultierende Definitionsliicke nicht behebbar ist. Die Funktion ist dann
echt gebrochen rational. Die nicht behebbaren Definitionsliicken heiBen dann Polstellen. Um einen Funkti-
onsgraphen in der Nahe von Polstellen zeichnen zu kdnnen, muss man von beiden Seiten Grenzwerte gegen
diese Stellen bilden.

Beispiel
3

Die Funktion w(x) = Xz
X

+Zhat offensichtlich die beiden Polstellen +2 und —2. Man muss nun vier

Grenzwerte berechnen:

lim w(x) = —eo lim w(x) = co lim w(x) = e lim w(x) = —oo
X—-2 X—-2 X—2 x—2
X<-2 x>=2 x<2 x>2

Mit diesen Informationen kann man den Graphen recht gut zeichnen.
Man kann noch zwischen Polstellen mit und ohne Vorzeichenwechsel unterscheiden (S. 100f). Besonders aufre-
gend ist diese Unterscheidung allerdings nicht.

Asymptoten

Bei rationalen Funktionen kann es vorkommen, dass das Polynom im Nenner beim Einsetzen bestimmter Stellen
gleich null wird. An diesen Stellen haben die Funktionen Definitionsliicken. Manche rationalen Funktionen
haben so genannte behebbare Definitionsliicken. Das sind Definitionsliicken, die in einem Graphen nicht auffal-
len. An einem Beispiel wird die Ursache verdeutlicht:
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Die Funktion w(x) = X hat offenbar bei —3 eine Definitionsliicke (die man auch nicht ignorieren darf).

X +

Allerdings kann man diese hier den Zahlerterm mithilfe der dritten binomischen Formel ganz einfach durch den
Nennerterm teilen:

(x —3)(x+3)

W(X) = ——— =x—
x+3
Die Funktion ist dann im Grunde ganzrational. Der Graph der Funktion ist dann passenderweise eine Gerade
mit einer winzigen (nicht sichtbaren) Liicke bei x = —3. Dennoch darf man, wie oben schon angemerkt, die
Definitionsliicke nicht ignorieren, wenn die Funktion als Bruch angegeben ist! Das wird u.a. damit begriindet,
dass reale Zusammenhénge mit der Funktion beschrieben werden konnen, die bei einer bestimmten Zahl eben
tatséachlich eine Liicke haben.

- Buch S. 103ff

Die Graphen gebrochen rationaler Funktionen nahern sich, wenn es auf der x-Achse dem Unendlichen entgegen
geht, gerne Geraden, Parabeln oder anderen Graphen ganzrationaler Funktionen an. Diese Graphen heiBen
Asymptoten.

Definition
Die ganzrationale Funktion a heiBt Asymptote zur gebrochen rationalen Funktion f, wenn folgendes gilt:

lim [ f(x) - a(x)] = 0

Wie berechnet man Asymptoten?
Hierbei muss man drei Félle unterscheiden. a ist hier immer die Asymptote.

Grad des Zahlerpolynoms < Grad des Nennerpolynoms
Das ist der einfachste Fall, denn die Asymptote ist hierbei immer die x-Achse.

Man kann es sich leicht klarmachen:

x2+x+9

In einer Funktion wie f(x) = — frisst der fiir x gegen +Unendlich immer betragsgroRer werdende
X

Nenner den Zahler gewissermaBen auf — die Funktionswerte nahern sich immer weiter der Null an.
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Grad des Zahlerpolynoms = Grad des Nennerpolynoms
Hierbei benutzt man konventionelle Grenzwertberechnung:

. . . Bx+b 6
a(x) = lim f(x Beispiel: a(x) = lim =—=2
(x) X300 x) p (x) Xy a 3x—-2 3

Die Asymptoten sind hier immer zur x-Achse parallele Geraden.

Grad des Zahlerpolynoms > Grad des Nennerpolynoms
In diesem Fall muss man entsetzlicherweise etwas rechnen, und zwar mit der beliebten Polynomdivision.

Man dividiert den Zahler durch den Nenner, etwa so:

x®-3x?-13x+15

Gegeben sei die Funktion c(x) = 5
X°+2x -1

Die Polynomdivision sieht dann so aus:

-2x+10

(x*=3x*-13x+15): (x* +2x - ) =x -5 - —5————
X°+2x -1

—(x® +2x% —1x)

-5x*-12x+15
—(-5x? —10x + 5)
-2x+10

Der Bruch ganz rechts ist der Rest der Division, die offensichtlich nicht aufgeht.
Da der Rest fiir x gegen Unendlich selbst gegen Null lauft, ist die iibrig bleibende Asymptote

alx)=x-5
Der Grad der Asymptote ist immer die Differenz zwischen dem Grad des Zahlerpolynoms und dem Grad des

Nennerpolynoms. Wenn also das Zahlerpolynom den Grad 17 hat und das Nennerpolynom den Grad 12, dann
hat die Asymptote den Grad 5.

Wichtiger Hinweis

Mit dem nun vorhandenen Wissen konnen wir Kurvendiskussionen durchfiihren, Extremalprobleme, Parameter-
aufgaben und Rekonstruktionsaufgaben angehen.

Im Buch wird hier und da auch noch die Bildung einer Stammfunktion verlangt. Das ist meiner Ansicht nach
allerdings nicht sehr weise, da man haufig zur Bildung der Stammfunktionen den natiirlichen Logarithmus In
bendtigt, den wir aber erst nach Einfiihrung der Eulerschen Zahl e kennenlernen werden.

Ich bitte daher darum, alle Aufgaben zu Stammfunktionen, Flacheninhalten usw. vorerst zu ignorieren.
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Aufgaben
Seiten 99-106 Zu erledigen bis | Hinweise
Polstellen 3 Schema F
Asymptoten 4 Schema F
etc. 5 Schema F
Funktionsgefiihl | 8 Auf Polstellen und deren Umgebung achten.
Rekonstruktion 10 Polstellen und Asymptoten identifizieren!
11 Zur Veranschaulichung skizzieren
Seiten 107-121 Zu erledigen bis | Hinweise
Rekonstruktion | 4 Nachts ist kalter als drauBen.
10 Formelsammlung zur Hand nehmen...
11 Steigungen sind relevant.
12 lauft.
27 Bei f k gegen Unendlich laufen lassen.
30 Bildung der Ortskurve wird von mir erklart.
32 Nicht verzagen.
Seiten 122-125 Zu erledigen bis | Hinweise
2 Genau lesen.
Flache des Dreiecks in Abh. von z ausrechnen.
10 Wurzeln und so...
Pausenaufgabe
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