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Voraussetzungen Binomische Formeln Zahlenmengen
N:={1,23,4,5...} (natlrliche Zahlen)
Um in diesem Schuljahr erfolgreich mitarbeiten zu kiinnen, ist die sichere Beherrschung u.a. folgender Mittelstu- Erste: {a+b)* = a’ +2ab + b’ Z={...-3,-2,-1,0,1,2,3...} (ganze Zahlen)
. . . L ) . . . - 22 2
feninhalte unabdingbar. Weitere wichtige Regeln finden Sie auf Seite 10 im Tafelwerk. Zweite: (a—b)* =a°—-2ab+b Q= {B Ip.ae Z} (rationale Zahlen)
Dritte: {a—b)a+b) = a® —b? q
Potenzen und Wurzeln R (reelle Z.: rationale & irrationale gemeinsam)
Einige Konventionen pg-Formel oder abc-Formel
_ a3
a-a-a= a2 Jafa-a pq-Formel abc-Formel
a-a=a Eine Gleichung der Gestalt Eine Gleichung der Gestalt
3.3, 34 =
RO
1=a° Ja=a2? x* +px+q=0 ax’+bx+c=0
1 _ 1
a a’ UYa =an hat die beiden Losungen hat die beiden Losungen
1 —_ a2 o/2\" _nf.m _ %
S -a (a)" =4 - o, [ R
Xyp = =5 E4—-—q X2 =
2 4 2a
Rechengesetze
a"-b™ =(a-b)" = (ab)" e
a™-a"=a™" ™ m i Aufgaben
a a m m\n m-n mn ' . . o . . . . - .
& mn . men e [Ej =(a:b) (@")" =a"™ =a a-I: Vereinfache den Ausdruck jeweils. Bei Briichen gehért sinnvolles Kiirzen zum Vereinfachen.
a a :a=a m-p: Lse die Gleichung.
1
a) we.w® = b) W : wé = o) (W) = d w?iw?® =
Hinweis: Der Ausdruck a™ +a" kann nicht vereinfacht werden.
e)2k.ﬂ: f)Ei: g)E.{.E: h)g_ﬂ:
k? 472 5 k2 2k 4k
B h h | i) 65-g?= ) (2g+1* = k) 3+g)lg-3) = ) (-4g+2)(-2-49g) =
ruchrechenregein
mz?+2z+1=0 nNz-z=6 00322 +62+1=25 |p)2—-z+1=1
a ac _a-c_ac a c_ad+cb i . N . . . .
a= 7 b4 = b.d = bd —t—= bd Ergebnisse zur Uberpriifung - zur allgemeinen Belustigung in der falschen Reihenfolge
K3 s 2
- 25-10g+g z,=—4 z,=2
,z_az_az_az ac_ad_ad a_c_ad—cb 12 " 1 :
n 1n n n b'd bc be b d bd 7
z,=-2 z,=3 49° +4g+1 w? =
4k
Hinweis: Auch wenn moderne Taschenrechner mit Briichen arbeiten kdnnen, ist die Kenntnis der Regeln unab- K 2,=2,=-1 22 16¢% — 4
dingbar, da wir haufig mit Variablen und Parametern rechnen, die durch Buchstaben dargestellt werden und k
somit nicht einfach in den Rechner eingegeben werden kdnnen. 3
5 k®+10 _ - 35
g°-9 52 z=1 2,=0 W
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Funktionen — Grundsatzliches
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Darstellungsweisen von Funktionen

Was ist eine Funktion?

Definition:

Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung, bei der Elemente aus einer Definitionsmenge D eindeutig
Elementen aus einer Wertemenge W zugeordnet werden.

Siehe Buch, S. 10/11

 Beispiele

Funktion keine Funktion

Eine mathematische Funktion Iasst sich normalerweise auf drei Arten ausdriicken:
1. Funktionsgleichung (eine Rechenvorschrift)
2. Wertetabelle
3. Graph

Alle drei Darstellungsarten haben ihre Vorteile und Nachteile. Wichtig ist dabei zu beachten, dass keine dieser
drei Darstellungsarten ,die Funktion” ist. Man kann den Graphen einer Funktion zeichnen und die Gleichung
einer Funktion aufschreiben, aber niemals die Funktion. Die Funktion selbst ist ein unerreichbares Abstraktum.

Mensch wird Mutter zugeordnet. Mutter wird Kind zugeordnet.

Eine natiirliche Zahl wird der nachfolgenden Zahl

Eine natiirliche Zahl wird Nachbar zugeordnet
zugeordnet.

Beispiel:
Hier ist ein und dieselbe Funktion auf die drei erwéahnten Weisen ausgedriickt.
Rechenvorschrift/
Funktionsgleichung Wertetabelle Graph
X f(x) /
-2 -3 /
-1 -1
1 8|
f(x) =2x +1 /
3 of
2 5
///
Diese Tabelle enthalt nur wenige der mdglichen Werte. /
Fiir x kann man noch alle anderen Zahlen einsetzen.

Ein Land wird ,seinem” Kontinent zugeordnet
Ausnahmen: Tiirkei, Russland etc. (liegen jeweils auf | Kontinent wird Land zugeordnet.
zwei Kontinenten)

Noch Beispiel:
Hier ist eine kompliziertere Funktion auf die drei erwahnten Weisen ausgedriickt.

Land wird Hauptstadt zugeordnet. Land wird Stadt zugeordnet.
Land wird angrenzendem Nachbarland zugeordnet.
Hauptstadt wird Land zugeordnet. Ausnahmen: Lesotho (liegt in Siidafrika), manche

Minilander wie Vatikan, Inselstaaten ohne Nachbarn)

Uhrzeit wird Zeigerstand zugeordnet. Zeigerstand wird Uhrzeit zugeordnet.

Mensch wird GroRe zugeordnet. GroRe wird Mensch zugeordnet.

Mensch wird Geburtsort zugeordnet. Geburtsort wird Mensch zugeordnet.

Zahl wird ihrem Quadrat (,hoch 2”) zugeordnet. Quadrat wird Ursprungszahl zugeordnet.
! Aufgabe

Buch, S. 10, U. 1
Wenn die Aufgabe zunéchst etwas unverstandlich erscheint, bitte mehrmals lesen. Auch das Verstandnis von
Aufgabenstellungen muss geiibt werden.

Funktionen - Grundsatzliches 1

Rechenvorschrift/
Funktionsgleichung Wertetabelle Graph
X f(x)
-3 -2117
-2 -162
-1 3
f(x) = -3x° +8x* -2 0 -2
1 3
2 -162
3 -2117
Funktionen - Grundsatzliches 2
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Begriffe bei Funktionen

Wie man in der Tabelle oben gesehen hat, enthélt die Funktionsgleichung mehrere Buchstaben. Auf die Bedeu-
tung dieser Buchstaben und andere wichtige Begriffe gehen wir im Folgenden ein.

Funktionsgleichung und Funktionsterm

= Die Funktionsgleichung ist das gesamte Gebilde mit einem ,=" darin. Ein Ausdruck chne ,=" ist
niemals eine Gleichung.
= Der Funktionsterm ist der Ausdruck, der meist rechts vom , =" steht

Funktionsgleichung

fix)= 2x+1
e
Funktionsterm

Name und Variable

Bei der Funktionsgleichung oben ist
f der Name der Funktion
X die Variable

Dieselbe Funktion wére auch mit der Gleichung u(t) = 2t + 1 auszudriicken. Dass meistens f und x benutzt
werden, ist reine Willkiir. Hauptsache, der Name steht vorne und in einer Klammer dahinter die Variable. Diese
Ordnung ist sehr wichtig, da ansonsten Verwirrung mit weiteren vorkommenden Buchstaben entstehen kann.

Ursprungswert/Stelle, Funktionswert und Punkt

= Fiir die Variable kann man Zahlen einsetzen (welche: siehe unten, Abschnitt Definitionsmenge). Eine
konkrete Zahl, die man einsetzt, bezeichnet man als Ursprungswert oder Stelle. Umgangs-
sprachlich ist manchmal auch vom x-Wert die Rede. Wenn eine konkrete Stelle gemeint ist, deren
Zahlenwert man aber nicht kennt, schreibt man meistens x, . Die O hat hierbei nur die Bedeutung, die

konkrete Stelle von der allgemeinen Variable zu unterscheiden. Leider wird diese Schreibweise nicht
immer ganz konsequent durchgehalten.

= Der Funktionswert ergibt sich, wenn man die Stelle in den Funktionsterm einsetzt. Im obigen Bei-
spiel soll man die Stelle verdoppeln und 1 hinzuzahlen. Wenn ein konkreter Funktionswert gemeint ist,
dessen Zahlenwert man nicht kennt, schreibt man f(x,)

= Ein Paar aus Ursprungswert/Stelle und Funktionswert heift Punkt. Einen konkreten Punkt, dessen
Zahlenwert man nicht kennt, schreibt man (x |f(x0))

Beispiel:
Stelle Funktionswert Punkt
f(x) = 2x +1 Xo f(x,) (xo | f(xo))
- 5 2-5+1=11 (5]11)
Zahlenbeispiele 3 2.(-3)+1=-5 |(-3|-5)

Funktionen — Grundsatzliches 3
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Mengen in Bezug auf Funktionen

Es gibt zwei Mengen, die mit Funktionen zu tun haben und die ihr kennen solltet:
1. Definitionsmenge
2. Wertemenge

Definitionsmenge

Sie beinhaltet alle Zahlen, die man fiir die Variable einsetzen darf. Haufig sind das alle reellen Zahlen, manch-

mal aber auch nicht.

Zum Beispiel darf man bei der Funktion k(z) = 1 nicht die Null einsetzen (der Nenner bei einem Bruch darf
z

nicht Null sein). Man schreibt dann: D =R\ O (alle reellen Zahlen auRer Null)

Bei der Funktion e(w) = \/W darf man fiir w keine negativen Zahlen einsetzen, denn man kann aus negati-
ven Zahlen keine Wurzeln ziehen.
D =R (alle positiven Zahlen und Null)

Wertemenge

Sie umfasst alle Werte, die tatsachlich bei einer Funktion als Funktionswerte herauskommen kdnnen. Das kon-
nen z.B. alle reellen Zahlen sein, alle positiven, alle negativen, alle auRer der Null usw. Man kann die Wertemen-
ge erst ermitteln, wenn man sich mit einem Funktionstyp gut auskennt oder eine Funktionsuntersuchung ge-
macht hat.

Bei der Funktion t(q) = 5q— 8 ist die Wertemenge W = R.
Bei der Funktion a(s) = s? ist die Wertemenge W = IR?, denn es kannen keine negativen Zahlen herauskom-

men.
Aufgaben
Bestimme jeweils die maximale Definitionsmenge. Vergleiche dabei die iibereinander stehenden Funktionen.
10
a. a(x) = 0,5x? b. b(x) = — c. cix) = ¥x d. dix) = x°
X
e. e(x) = -0,5x f. f(x) = % g. gx) = x* h. hix) = x3

e Prégen dir alle Standardfunktionen auf Seite 12 gut ein.
e Erledige folgende Aufgaben im Buch:

> 8.13,0.5

> S8.13,0.6

Funktionen — Grundsatzliches aq
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Charakteristische Punkte " Aufgabe

a) Markiere in den Graphen die charakteristischen Punkte und lies sie so genau wie mdglich ab.
b) Mache auBerdem Aussagen zum Grenzverhalten.

Hinweis:
Wir werden groRe Teile des Schuljahres und des Halbjahres Q1 darauf verwenden, das Grenzverhalten sowie
die Lage der charakteristischen Punkte von Funktionen herauszufinden.

Hier eine kurze Auflistung mit anschaulicher Bedeutung im Graphen

* Nulistellen = Schnittpunkte des Graphen mit der x-Achse, Funktionswert 0.

» y-Achsenabschnitt = Schnittpunkt des Graphen mit der y-Achse, Punkt mit Stelle Null.

= Extrema (Einzahl: Extremum; es sind Hoch- und Tiefpunkte, auch genannt Maxima und Mi-
nima) = Berge und Téler

= Wendepunkte, inkl. Sattelpunkte = Punkte, an denen sich die Kriimmung des Graphen andert

-> an Sattelpunkten ist die Steigung = null, an anderen Wendepunkten geht es in einer be-
stimmten Umgebung am steilsten bergauf oder bergab

» Grenzverhalten: Bei der Betrachtung des Grenzverhaltens geht es darum, wie sich die Funktions-
werte verandern, wenn die Stellen sehr groR (z.B. x=999999999) oder sehr klein
(z.B. x=-99999999) werden. Die Funktionswerte kdnnen in die Unendlichkeit (positiv oder negativ)
abdriften oder sich einer bestimmten Zahl néhern.

Hochpunkt / Maximum | 4 5

;
7
6
2
5
Wendepunkt

Sattelpunkt

Nullstelle S_Cf*(‘gitt mit y-Achse Nullstelle
5 -4 3 L 0 1
Nullstelle

Wendepunkt

Tiefpunkt / Minimum

Charakteristische Punkte 1 Charakteristische Punkte 2
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Ganzrationale Funktionen
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Wie erkennt man ganzrationale Funktionen?

Lineare Funktionen

ganzrational nicht ganzrational ganzrational nicht ganzrational
1

f(x) = x f(x) = ” mi(x) = VBx mix) = /Bx
gly) =y gly) =y hty) =37y’ hty) = (3y)”
za)=a’ +1 za)=a"* +1 wia) = —/ba® +1 | w(b) = —/ba® +1

1 n? no3
rn)=-n’+n-5,3 rn)=-n2+n-5,3 p(n):—§ p(n):—T
s(q) = -0,79% s(q) = 20q7%7 k(q) = -0,7 - ¢*° k(q) =-0,7: g%
tu) = (u+ 4)? tu) = (u+4)72 Glu) = (u+4):3 Gu =u+4°:u

 Aufgaben dazu

7. Vergleiche die ganzrationalen Funktionen mit den jeweils danebenstehenden nicht ganzrationalen ,Part-
nern”. Was fallt auf?

2. Versucht in Worten zu beschreiben, was alle ganzrationalen Funktionen gemeinsam haben und damit,
wodurch sie sich von den ihnen &hnelnden nicht ganzrationalen Funktionen unterscheiden.

Die Grundform ganzrationaler Funktionsgleichungen

Jede ganzrationale Funktion hat eine Gleichung, die in folgende Form passt (auch wenn es zuerst nicht so
scheinen mag):

2

— n n-1 n-. 2
flx)=ax"+a _x"" +a _,x""+..+a,x +ax+a, ]

Es gilt fiir diese Gleichung Folgendes (bitte unbedingt auswendig lernen!):
= nist irgendeine natiirliche Zahl. In Bezug auf die Funktion heiRt sie Grad. Der Grad ist der hochste Ex-
ponent, der bei der Variablen steht.
= Die verschiedenen aisind allesamt reelle Zahlen (wobei an als einzige Zahl nicht Null sein darf — sonst
hétte die Funktion nicht mehr den Grad n). Sie heiRen Koeffizienten. Die kleinen Zahlen und Buchsta-
ben rechts unten neben dem a dienen nur der Durchnummerierung.

| Noch eine Aufgabe
3. Nimm dir nun die ganzrationalen Funktionsgleichungen aus der Tabelle vor (also nur die ,linken®). Gib je-
weils die Koeffizienten (jeden einzeln angeben), den Grad und die Variable an.
Um mit den ganzrationalen Funktionen vertraut zu werden, befassen wir uns zunachst mit den Spezialféllen der

linearen Funktionen und den quadratischen Funktionen.

Ganzrationale Funktionen 1

Lineare Funktionen (von lateinisch /inea = (gerade) Linie) sind ganzrationale Funktionen mit dem Grad 1.

Ihre Grundform ist:

Haufig schreibt man auch: fix) =mx+b

Die beiden Schreibweisen sind aber dquivalent (=gleichwertig).

Diese Funktionen heiRen /inear, weil ihr Graph eine Gerade ist.
Beispiele

k(r)=-br+6 z(w) = gw -2,5 q(x) = 3,7x e(u) =9,5+100u

Kapitel im Buch und im Tafelwerk

= Die linearen Funktionen werden im Buch auf den Seiten 14 bis 31 behandelt. Wir werden meistens dem
Verlauf des Buches folgen.
= Die wichtigsten Informationen zu den linearen Funktionen findet man im Tafelwerk auf Seite 21.

Pflichtaufgaben im Buch (Seiten 14-31)

Zuerledigenbis | © | © Zu erledigen bis | © | ©
1 ® Anw. 14
= |3 17
. E |5 18
S [s £E [
g% 3 23 (5
Winkel 13 Anw. 47
' Anwendungsaufgaben

Die Bearbeitung solcher Aufgaben ist sehr wichtig, da im Abitur fast nur solche Anwendungen vorkommen.

a) Werner und Andreas veranstalten ein 200m-Wettrennen. Da Werner alter und langsamer ist als Andreas,
bekommt er 12 Meter Vorsprung. Die beiden starten gleichzeitig. Andreas lauft 18 km/h, Werner 16 km/h.
Zeige, dass Andreas das Rennen gewinnt und bestimme, nach welcher Zeit und nach welcher Strecke Wer-
ner iiberholt wird.

b) Nach dem Rennen leihen sich die beiden Quads und fahren auf eine BergstraBe. Dort steht ein Schild mit
der Aufschrift ,Steigung: 60%". In der Gebrauchsanweisung der Quads steht: ,Geeignet fiir Steigungen bis
zu 35°”. Ermittle, ob die StraRe fiir die beiden befahrbar ist.

Ganzrationale Funktionen 2
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Quadratische Funktionen

Quadratische Funktionen sind ganzrationale Funktionen mit dem Grad 2, sie haben also die Grundform

[ f(x) = a,x* +ax +a, ] Héufig schreibt man auch: [ f(x) = ax> +bx + ¢ ]

Man nennt sie quadratisch, weil eine Multiplikation einer Zahl mit sich selbst, also z.B. 5-5=57, ebenfalls
Quadrat genannt wird.

Beispiele

L(r)=4r*+2r-5 y(w)=—gw2+w+1,2 pix)=2x2 +3x  flu) =7+ 2

Die drei Formen quadratischer Funktionsgleichungen

Die Form als Polynom

f(x) =ax? +bx +c mit a,b,ce R
o Wie ihr wisst, liegt bei (O| c) der y-Achsenschnittpunkt.
e Am Parameter a kann man ablesen, ob der Graph der Funktion, die Parabel, im Verhaltnis zur Normal-
parabel gestaucht oder gestreckt ist und in welche Richtung er gedffnet ist:

|a|>1 = Parabel ist gestreckt. a<0 = Parabel ist nach unten gedffnet.

|a| < 1=> Parabel ist gestaucht. a>0 = Parabel ist nach oben gedffnet.

‘a‘ =1 = Parabel ist weder gestreckt noch gestaucht.  a=0ist nicht erlaubt.

Die Scheitelpunktsform

f(x) = alx — x,)* +y, mit a,x,,y, € R

Hier kann man gut den Scheitelpunkt (Tief- oder Hochpunkt) des Graphen ablesen, er liegt bei (x_ |y,). Man
kann sagen, der Graph der Funktion gegeniiber der Normalparabel um x_ parallel zur x-Achse und um vy paral-

lel zur y-Achse verschoben wurde, dazu kommen Streckungen und Stauchungen sowie die Offnungsrichtung,
abhéngig vom Parameter a, wie oben erklért.

Die Darstellung als Linearfaktoren
f(x) = alx — X, (X = x,) mit a,x,, Xy, € R
In dieser Form kann man gut die Nullstellen der Funktion ablesen, sie sind x,, und X, Fir a gilt das Ubliche.

Die Umrechnungen der drei Formen in die jeweils anderen besprechen wir an der Tafel.

Ganzrationale Funktionen 3

E-Phase Mathematik

Aufgabe

4. Wandle die angegebenen Funktionsgleichungen in die beiden nicht angegebenen Formen um. Gib dann
den Scheitelpunkt und die Achsenschnittpunkte an. Zeichne den Graphen.

a. alx) =(x—3)(x+2)

d. dix) =-2x*+8x -6

Kapitel im Buch und im Tafelwerk
= Die quadratischen Funktionen werden im Buch auf den Seiten 32 his 48 behandelt. Wir werden meis-

tens dem Verlauf des Buches folgen.

= Die wichtigsten Informationen zu den quadratischen Funktionen findet man im Tafelwerk auf Seite 22.

Pflichtaufgaben im Buch (Seiten 33-48)

Martin-Nieméller-Schule

b. b(x) = (x + 1> - 2,25

e. ex)=3x+1*-3

c. c(x) =%(x—3)2 -2,25

Stefan Krissel

f. f(x) = —gx2 —-3x+
2

Zuerledigenbis |© | © | ® Zu erledigen bis
) 3 Rekons. | 36

% g |6 Extr. 37

2 E 7 Rekons. | 38ab
Vers.und | 8 < 41
Streckung | 12 2 42
Nullstellen | 24 R
P. & Ger. |25 < 49
Relation 34
Ganzrationale Funktionen a
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Der Schnittpunkt mit der y-Achse
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Einfache Berechnung des Schnittpunktes

Der Schnittpunkt mit der y-Achse

Folgendes gilt fiir alle Funktionen, nicht nur fiir ganzrationale: Um den Schnittpunkt mit der y-Achse (verkiirzt y-
Achsenabschnitt genannt) muss man nur den Funktionswert an der Stelle Null ausrechnen. Der Schnittpunkt

mit der y-Achse ist also immer:
s,(0]f(0)

7. Berechne bei folgenden ganzrationalen Funktionen den Schnittpunkt mit der y-Achse. Vergleiche die y-
Koordinate des Punktes mit der Funktionsgleichung. Was fallt auf?

a) a(x) = 3x + 1 b) b(x) =9x* —2,3x — 4 ) clx) =-2,7x3 + 4x - 11

d) d(x) = —x* + 3x° e) e(x) = 7x° + §x5 +0,2 f) f(x) = 4x

2. Berechne bei folgenden quadratischen Funktionen wieder den Schnittpunkt mit der y-Achse. Vergleiche
die y-Koordinate des Punktes mit der Funktionsgleichung. Vergleiche deine Erkenntnisse mit dem, was im
Aufgabe 1 aufgefallen ist.

a) alx) = (x + 2) b) b(x) = (x = 3)* +5 o) clx) =2(x+1*-8

Regel nur fiir ganzrationale Funktionen

Was hier hingeschrieben werden soll, erarbeiten wir gemeinsam an der Tafel.

y-Achsen-Schnittpunkt 1

Einfache Berechnung des Schnittpunktes

Folgendes gilt fiir alle Funktionen, nicht nur fiir ganzrationale: Um den Schnittpunkt mit der y-Achse (verkiirzt y-
Achsenabschnitt genannt) muss man nur den Funktionswert an der Stelle Null ausrechnen. Der Schnittpunkt

mit der y-Achse ist also immer:
s,(0f(0)

7. Berechne bei folgenden ganzrationalen Funktionen den Schnittpunkt mit der y-Achse. Vergleiche die y-
Koordinate des Punktes mit der Funktionsgleichung. Was fallt auf?

a) a(x) = 3x + 1 b) b(x) =9x* —2,3x — 4 c) clx) ==2,7x% + 4x - 11

d) d(x) = —x* + 3x° e) e(x) = 7x° + §x5 +0,2 f) f(x) = 4x

2. Berechne bei folgenden quadratischen Funktionen wieder den Schnittpunkt mit der y-Achse. Vergleiche
die y-Koordinate des Punktes mit der Funktionsgleichung. Vergleiche deine Erkenntnisse mit dem, was im
Aufgabe 1 aufgefallen ist.

a) alx) = (x + 2) b) b(x) = (x = 3)* +5 o) clx) =2(x+1> -8

Regel nur fiir ganzrationale Funktionen

Was hier hingeschrieben werden soll, erarbeiten wir gemeinsam an der Tafel.

y-Achsen-Schnittpunkt 1
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Nulistellenberechnung

Definition

Nullstellen sind die Stellen einer Funktion, deren Funktionswert O ist. Fiir eine Nullstelle x, gilt also immer:

f(x,) =0
Anschauliche Bedeutung

An den Nullstellen schneidet oder beriihrt der Graph
die x-Achse.

Im Beispiel rechts lauten die Nullstellen (von links
nach rechts):

XN1 =-7 B \/R
Xy, = —4

Xyg =1

Xna =3

Aufgaben

7. Berechne die Nullstellen der folgenden Funktionen, indem du den Funktionsterm gleich Null setzt und die
entstehende Gleichung nach der Variable aufldst.

a)alz) =3z+1 b) b(z) =5-2z c)clz) =z> +6z+5

ddz)=4-32-72° e elz) =-2z+42> -2 f) f(z) = -0,6z + 3z + 8

2. Quadratische Funktionen kénnen unterschiedliche Erscheinungsformen haben: Polynomform, Scheitel-
punktform und Linearfaktorform. Mit diesen haben wir uns schon beschéftigt. Berechne hier jeweils
die Nullstellen. Forme gegebenenfalls den Funktionsterm um. Vergleiche dann die Nullstellen mit der
Funktionsgleichung. Was fallt dabei auf?

Polynomform: Scheitelpunktform: Linearfaktorform:
aalt)=2t> —4t -6 b) blz) = (z+4) -4 c) c(t) = 3(t—5H)(t+2)
Vermutung:

Nullstellen 1
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Linearfaktoren und Polynome bei ganzrationalen Funktionen

Definition Linearfaktor
In einem Produkt heiRt ein Faktor der Form (x —d) mit d e R Linearfaktor. Wichtig ist, dass bei dem x
kein Exponent auRer 1 steht. (x® — 4) ist also kein Linearfaktor.

Satz

Xytr Xnar Xngre- Xy € R sind genau dann die Nullstellen einer ganzrationalen Funktion f, wenn sich
die Funktion folgendermaRen schreiben ldsst: f(x) = a- (x — Xy;) - (X = X,) - (X = X5) oo (X = X, ) -
(a e R). Dabei diirfen Nullstellen doppelt vorkommen, also es darf 2.B. x,, = x5 sein.

Beispiele
b(x) = (x = 2) - (x = 5) - (x + 3) hat die Nullstellen x,, = -3, X\, =2, X3 =5
b(t) =7 - (t +6) - (t — 9) - (t — 4)* hat die Nullstellen t,, = -6, t,, =9, t;, =4

Definition Polynom

Die bekannte Form ganzrationaler Funktionsterme
ax"+a, x""+a X"’ +..+ax* +ax+a, heltPolynom.

Aufgaben

3. Begriinde folgende wichtige Aussagen:
a. Eine Funktion n-ten Grades kann nur in maximal n Linearfaktoren zerlegt werden.
b. Eine Funktion n-ten Grades hat maximal n Nullstellen.

4. Rechne die folgenden ganzrationalen Funktionen in ihre Polynomform um, indem du die Klammern ausmul-
tiplizierst. Nenne jeweils alle Nullstellen.

a) a(x) = (x +5)(3 —x) b) b(x) = (x —2)(x + 3)(x = 1)

c) c(x) = 2(x — 3)(x + 2)° d) dix) = 4(x — 3)*(5 + 2x)

5. Vor welchen Problemen stehst du, wenn die Nullstellen, bzw. eine Linearfaktorzerlegung der folgenden
Funktion herausfinden willst?

fix) =x® —=x*—14x + 24

Hier ist Platz fiir die Antwort:

Nullstellen 2
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Grundlegende Methoden der Nullstellenberechnung

Bekannte Methoden von linearen und quadratischen Funktionen

Diese habt ihr schon kennen gelernt: Den Funktionsterm gleich Null setzen und anschlieBend nach der Variablen
auflosen, bzw. ggf. PQ-Formel anwenden. Raffiniertere Methoden sind ndtig, wenn der Grad der Funktion grd-
Ber als zwei ist. Fiir andere Félle braucht man diese Methoden:

Hohere Wurzeln ziehen

Bei Funktionen wie
h(d) =d"° -1024

geht es einfach so:

d°-1024=0 = d'"°=1024
= d=91024 = dy,, =2

Obacht: Die Anzahl maglicher Losungen hangt von einigen

Faktoren ab:

Gerade Wurzel, positive
Zahl unter der Wurzel
=>» Zwei Ldsungen

Gerade Wurzel, negative
Zahl unter der Wurzel
=> Keine Losung

Gerade Wurzel, 0 unter
der Wurzel
=> Eine Lisung: 0

Ungerade Wurzel
=> immer genau eine
Ldsung

Ausklammern
Bei Funktionen wie

r(d) =d'* —2d"" - 3d"°

bei denen in jedem Glied die Variable vorkommt,

macht man sich die Distributivgesetze (- Tafelwerk) zunutze
und kann etwas ausklammern, hier namlich d'°:
r(d)=d'"°(d> - 2d - 3)

Nun hat man ein Produkt aus d'° und der Klammer.

Dann kann man die beiden Faktoren getrennt voneinander
=0 setzen und erhilt so alle Nullstellen. Dieses Verfahren
bringt zunéchst natiirlich nur etwas, wenn in der Klammer
etwas maximal Quadratisches steht.

Substitution

Das ist ein lustiger Trick, der zundchst nur bei Funktionen
funktioniert, die aus drei Gliedern bestehen.

© In einem Glied kommt die Variable in der Potenz 2p vor,
* in einem Glied in der Potenz p und

® im letzten gar nicht.

Beispiel:
jld) = 5d*® + 35d"* — 60 Hier ist p=14.

Hier kann man die niedrigere Potenz durch einen anderen
Buchstaben ersetzen (substituieren): d'* = k

Dann lautet die Funktion pldtzlich:

jlk) = Bk? + 35k — 60 und lasst sich mit der PQ-Formel
bearbeiten. Hat man eine Ldsung fiir k, muss man wieder
resubstituieren, also k = d'* setzen, um die ,wahren”
Nullstellen auszurechnen.

Raten (!) und Polynomdivision

Wenn wir es mit hohergradigen Funktionen zu tun haben, die
nicht in eine der Formen oben passen, dann sind wir zundchst
ziemlich gea™ ™ * *t.

Beispiel: g(d) = —d* —d® +d +1

Hierbei muss man tatsdchlich mindestens eine Nullstelle ra-
ten. Man ist darauf angewiesen, dass die Aufgabe nett ge-
stellt ist und es einfache Nullstellen gibt. AnschlieBend muss
man die Polynomdivision durchfiihren, die leider so frickelig
ist, dass sie etwas langer erklart wird (Seite 5 & 6).

Nullstellen 3
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Aufgaben zur Nullstellenberechnung (Wurzeln bis Substitution)

6. Berechne alle Nullstellen der angegebenen Funktionen mithilfe der ,hgheren Wurzeln®”.

a. a(s)=s® +27 b. b(s) =s'® +1048576

c. c(s)=s*-625 d. dis) =s*

7. Berechne alle Nullstellen der angegebenen Funktionen mithilfe von Ausklammern. Welche Nullstelle tritt
hier immer auf?

a. alk) =k® - 3k° b. bk) = k® —bk? — 14k

c. clk) = 3k* — 27k d. dik) = 2k® + 2k* — 7,5k

8. Berechne alle Nullstellen der angegebenen Funktionen mithilfe der Substitution.

a. alu) = u* - 13u” + 36 b. b(u) = 3u* —123u” + 1200

c. clu) = —2u® + 38u° + 432 d. dlu) =u® - 257u* + 256

Nullstellen aq
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Die Schritte der Polynomdivision

Bitte parallel zu dieser Aufstellung die nachste Seite lesen. Diese hat zwei Spalten: Hauptrechnungsspalte und
Nebenrechnungsspalte. Die Schritte in der Nebenrechnungsspalte kann man sich mit zunehmender Routine
sparen, die Schritte in der Hauptrechnungsspalte nicht. Die beiden Spalten werden hier mit HR und NR abge-

kiirzt.

7.  HR: Funktionsterm hinschreiben.

2. HR: Term/Polynom in Reihenfolge bringen, so dass hdchste Potenz vorne steht, dann zweithdchste
usw. bis zum festen Glied.

3. HR: Polynom auffiillen, d.h. alle Potenzen der Variablen zwischen der hichsten und 0 miissen vorkom-
men. Bei den ,aufgefiillten Gliedern” steht als Koeffizient die 0.

4.  NR: Nun muss man eine Nullstelle der Funktion raten. Kein Witz. Dazu schreibt man sich die Teiler des
festen Gliedes auf (positiv und negativ), setzt diese in den Funktionsterm ein und rechnet aus, was da-
bei herauskommt. Wenn einmal Null herauskommt, hat man eine Nullstelle gefunden. Wenn nicht, sind
alle Nullstellen keine ganzen Zahlen. Dann muss man mit 0,5 usw. weitermachen.

5.  NR: Mithilfe dieser Nullstelle bildet man den zugehérigen Linearfaktor. Dieser LF muss 0 werden, wenn
man die gefundene Nullstelle einsetzt.

6.  HR: Polynom in Klammern setzen, ein Geteilt-durch-Zeichen
dahinter schreiben, dann den in Schritt 5 gefundenen Line-
arfaktor, dann ein Gleichheitszeichen.

7. NR: Erstes Glied des Polynoms durch x (bzw. jeweils gege-
bene Variable) teilen.

8.  HR: Ergebnis aus Schritt 7 hinter das Gleichheitszeichen
schreiben.

9. NR: Das, was nun hinter Gleichheitszeichen steht, mit dem
Linearfaktor aus Schritt 5 multiplizieren.

70. HR: Ergebnis aus Schritt 9 unter die beiden ersten Glieder des Polynoms schreiben. Einklammern und
minus vor die Klammer.

717. HR: Subtrahieren Die ersten beiden Polynomglieder minus das, was darunter steht. = Vorne sollte
beim Ergebnis eine 0 stehen, sonst hat man was falsch gemacht.

72. HR: Nichstes Glied aus Polynom herunterholen.

73. NR: Erstes Glied von dem, was nun unten steht, durch x teilen.

74. HR: Das Ergebnis aus Schritt 13 hinter dem Gleichheitszeichen hinzufiigen.

75. NR: Dieses neue Glied aus Schritt 13 mit LF aus Schritt 5 multiplizieren.

76. HR: Ergebnis aus Schritt 15 unten hinschreiben, einklammern, minus davor.

7 7. HR: Subtrahieren, hnlich wie bei Schritt 11. Vorne sollte beim Ergebnis wieder eine 0 stehen.

78. Nun wieder bei Schritt 12 weitermachen (in Beispiel mit 12a, 13a usw. markiert), bis das ganze Poly-
nom aufgebraucht ist. Am Ende muss unten eine 0 stehen, sonst hat man sich verrechnet.

79. HR: Ausgehend vom Ergebnisterm muss man die iibrigen Nullstellen berechnen! Je nachdem, wie die-
ser Term aussieht, kann man die iblichen Verfahren fiir quadratische Polynome benutzen (ist auch bei
dem Beispiel hier so) oder man muss noch mal Polynomdivision einsetzen.

Nullstellen 5
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Grafik zu den Schritten der Polynomdivision

Beispiel : f(x)=—-12x+x>-16

Hauptrechnungsspalte Nebenrechnungsspalte
@ -12x+x%-16 @ Teiler: +1, +2, +4, +8, +16
@ x*-12x-16 f(1) = —27 = 1 keine Nullstelle

f(-1) = -5 = -1 keine Nullstelle
f(2) = -32 = 2 keine Nullstelle
f(-2) = 0 = -2 ist Nullstelle!

@ x2+0x?2-12x-16

® ® 2
(x> +0x* =12x—16) : (x +2) = x* = 2x - 8 @ L-X.e

(3 2
(x”+2x7) J@ @ x2(x +2) = x® + 2x?

@D 0-2x*-12x @ -2,
—(-2x% - 4x)@® g

@ 0-8x-16
(-8x —16)(6D g

@2 0 ~8(x +2) = -8x 16

@ —2x(x +2) = —2x% — 4x

Aufgabe

9. Berechne alle Nullstellen der angegebenen Funktionen mithilfe der Polynomdivision.

a.rz)=2+222-2z-2 b. ux)=x* - x* —4x +4
c. bla) =a’ -19a-30 d. qly) =y® —9y* + 11y + 21
e. olw) = 3w® — 24w’ + 15w + 42 f. ulx)=x* —37x+84

g. elf) = f* — 2f* — 21f2 + 62f — 40 h. i(d) = d* — 9d? + 4d +12

Nullstellen 6
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 Viele viele vermischte Ubungsaufgaben

70. Man sollte all diese Funktionen bearbeitet haben, denn bei jeder Aufgabe gibt es eine andere Schwie-
rigkeit. Die Ergebnisse stehen unten, so dass eine Uberpriifung recht leicht maglich ist.

ali)=ii—1

blii) = i* —2ii+1

cll) =i* — 2 +1

d(i) =" - " — 20"

E-Phase Mathematik Martin-Nieméller-Schule Stefan Krissel

Anwendungen der Nullstellenrechnung

52
elii) = 7ii* —63i—70 f(u):%—%u—z glil) = —4d" + 5160’ —512 | h(i) =& + 20 —ii—2
ii?
(i) = —50° + 3002 — 55+ 30 jli) =i’ +128 i =1,251 -9+ i) =i

miii) =i’ +17,0859375

nlii) = —3i” + 4ii —2

ofi) =ii* + 4ii* + 4 -9

pli) =i - /0,5

qfi) = (i — 5 —14)(30 + 6ii — 45) i =%+g+%—5 sl = (@ — i —4) (i) = " —10°
_ _ W)

ulil) = 2ii* + 6i° — 36ii* — 80ii v(mzim H?:”” w(ii) =ii—3x x(i) =i +pii+q

yli) =—i* —1,36° +4,30 —2,3i+0,3 | zi) =ii® —ii® Biij) =11 #ii) =0

Ergebnisse

Hier sind alle Ergebnisse zur Uberpriifung als Ergebnismengen dargestellt. Decke diesen Bereich ab, wenn du
rechnest. Spicken niitzt leider gar nichts in Hinblick auf Klausuren etc..

a) {1}

e) {-1; 10}

i) {1,2;3}
m)  {-15}

q) {-5:-2;3; 7}
u) {-5;-2;0; 4}
y) {-3;0,2;0,5; 1}

Nullstellen

b) {1} c) {1;-1} d) {-1;0; 2}
f) {-2:5} g) {1:2} h) {-2;-1;1}
i {-2} k) {-9; 4} ) {0}
n) {2} o) {1} p) { ¥/0,5)
n {5} s) {-2-1;1;2} 1) { £310}

. P |(pY
v) {-2; 100} w)  {3x} x) {—Ei' (Ej -q}
z) {-1;0;1} R{ <} #){alle Stellen}

7

Die Methoden, die man bei der Berechnung von Nullstellen benutzt, sind fiir viele andere Probleme nutzbringend,
bzw. stehen mit anderen Problemen in Zusammenhang.

Berechnung von gemeinsamen Punkten zweier Funktionen

Sehr haufig muss man die gemeinsamen Punkte zweier Funktionen berechnen (Schnittpunkte der Graphen), also
Punkte, an denen sowohl Stelle als auch Funktionswert iibereinstimmen.

Als Beispiel sollen die gemeinsamen Punkte von fix) =2x*> -7 und gx)=x*>-x+5

bestimmt werden.

2x* -7 =x*-x+5
x*+x-12=0

Dafiir muss man die Funktionsterme gleich setzen:
Um diese Gleichung zu ldsen, bringt man alles auf eine Seite:

Diese Gleichung lasst sich nun nach den Methoden der Nullstellenberechnung losen. Um letzten Endes die ge-
meinsamen Punkte zu erhalten, muss man die Losung(en) dieser Gleichung (hier: 3 und -4) in einen der beiden
Funktionsterme einsetzen:

f(3)=2-32-7=11
f-4)= 2. (-4 -7 = 25

. . . P(3]11)
Die gemeinsamen Punkte sind deshalb:
P,(—4 | 25)

Aufgabe
717. Berechne jeweils die gemeinsamen Punkte der beiden angegebenen Funktionen.
a,(x) = x> = 3x+1 b,(x) = x* — 4x
? b,(x)=—x*+4
" d,(x) =x* +4
d,(x) =8x* -12

b)

a,(x) = —x + 3x + 21

c,(x) = x> +3x*
c,(x) = —28x

Das Pascalsche Dreieck — hohere binomische Formeln

Dies ist keine Anwendung der Nullstellenrechnung, sondern eine Rechen-Hilfe, wenn man bestimmte Linearfak-
tor-Ausdriicke in Polynome umrechnen will.

Aufgabe Das Pascalsche Dreieck

72. Finde heraus, wie eine Zeile des Pascalschen Dreiecks aus der vorigen 1 L 1
entsteht. 1921

73. Rechne (a + b)® und (a + b)* in ein Polynom um. 1331
Vergleiche das Ergebnis mit der dritten bzw. vierten Zeile aus dem 14641
Pascalschen Dreieck und stelle eine begriindete Vermutung an. 1 510105 1

74. Rechne die folgenden Linearfaktorpotenzen mithilfe des P.D. in Poly- 1 61520156 1
nomeum: (x + 3)* 2x-4°® x+2° | .

Nullstellen 38
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Aufgaben

75. Hier siehst du vier Funktionsgraphen. Versuche, auf Basis begriindeter Uberlegungen die Funktionsglei-
chung in Polynomform aufzustellen (es sind aber Umwege ndtig). Hinweis: In jeder Gleichung steht vor

der hochsten x-Potenz keine Zahl auRer der 1.

a)

c)

b)

Nullstellen

d)

E-Phase Mathematik
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Hier ist Platz zum Rechnen und fiir eine Zeichnung von Batman:

Nullstellen
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Grenzwerte (Limes)

= Grenzwerte sind ein grundlegendes Werkzeug fiir die weitere Analysis
= Mit Grenzwerten kann man irrationale Zahlen wie Wurzeln oder die Kreiszahl berechnen.

Grenzwerte bei ganzrationalen Funktionen

E-Phase Mathematik Martin-Nieméller-Schule Stefan Krissel

Vereinfachungstrick

Da groRe Potenzen die kleineren Potenzen fiir groBe x-Werte gewissermaRen ,auffressen”, muss man nur die
hdchste Potenz im Funktionsterm beachten.

Grenzwerte bei nicht ganzrationalen Funktionen

Grundlegende Beobachtung

Wenn man die Graphen ganzrationaler Funktionen betrachtet, fallt auf, dass sie sich fiir betragsgroBe Stellen
immer weiter von der x-Achse entfernen, und zwar entweder nach unten oder nach oben.

Man benutzt passend zu den obigen Graphen folgende Schreibweisen:

lim a(x) = —oo lim b(x) = e lim c(x) = oo lim d(x) = —oo
lim a(x) = o lim b(x) = lim c(x) = —oo lim d(x) = —oo

Man schreibt also lim fiir ,Limes®, darunter, was die Stellen machen, dann den Funktionsnamen, dann ein = und
zuletzt gibt man an, was die Funktionswerte machen.

Ermittlung der Grenzwerte

Bei ganzrationalen Funktionen ist die Ermittlung der Grenzwerte recht einfach: Man setzt in die Grundfunktion
einfach eine besonders groRe Zahl (je nach Limes positiv oder negativ) ein und schaut sich an, ob man beson-
ders groRe positive oder negative Werte heraushekommt.

Beispiel

fix) = -5x% +16x — 2

Beim Einsetzen besonders groBer Zahlen erhilt man folgende Ergebnisse und kann daraus die entsprechenden
Schlussfolgerungen ziehen:

f(1.000.000) = -5 -1.000.000° + 16 - 1.000.000 — 2 = -4.999.999.999.984.000.002

= lim f(x) = —oo
X—>+o0

f(~1.000.000) = -5 - (—1.000.000)* + 16 - (—1.000.000) — 2 = 4.999.999.999.983.999.998

= lim f(x) = 4o

X—y—c0

Grenzwerte 1

Bei Funktionen, die gebrochen-rational sind (mit der Variable im Nenner) oder eine sonstige nicht-ganzrationale
Gestalt besitzen, konnen wir fiir die Grenzwerte gegen das positive oder negative Unendliche vorgehen wie bei
den ganzrationalen Funktionen, also einfach riesige Zahlen einsetzen.

Nun muss man beachten, dass solche Funktionen auch noch Definitionsliicken besitzen, man also manche Zah-
len nicht einsetzen darf. In solchen Fallen muss man auch die Grenzwerte gegen diese Definitionsliicken berech-
nen, und zwar sowohl von ,rechts” als auch von ,links”, indem man Zahlen fiir x einsetzt, die etwas klei-
ner/groRer als die Definitionsliicke sind.

Beispiel

t(x) =

5 1 hat die Definitionsliicken + 2 und —2. Man schreibt: D = R \ {-2; 2}

2

Wir miissen dann also insgesamt sechs Grenzwerte ermitteln:

limt(x) = —oo lim t(x) = +oo
i =0 X—> X——.
XILT,Q t(X) - O x<22 x<—22
lim t(x) = 0" |iFT;t(X) = +oo Iimzt(x) = —oo
o b o2

Vereinfachungsregeln fiir Grenzwerte gegen to

Hat man es mit einer so genannten gebrochen rationalen Funktion zu tun, also einer Funktion, deren Term ein
Bruch zweier Polynome ist, gelten folgende Regeln fiir Grenzwerte gegen too:

5 _ 1,3
= |st der Grad des Zahlerpolynoms groRer als der des Nennerpolynoms, wie z.B. bei g(x) = ngi
x* + X

ist der Grenzwert entweder +oo oder —oo.

= |Ist der Grad des Zahlerpolynoms kleiner als der des Nennerpolynoms, wie z.B. bei

4 _ 2
k(x) = u ist der Grenzwert immer 0.
x° + X

= Ist der Grad des Zahlerpolynoms derselbe wie der des Nennerpolynoms, wie z.B. bei

4x°% + x4 . . . .4
s(x) = 6733 ist der Grenzwert der Quotient der Koeffizienten von X", also hier T =4,
x° —3x

Grenzwerte 2
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Aufgaben zu Grenzwerten

Martin-Nieméller-Schule Stefan Krissel

Aufgaben zu Grenzwerten

7. Bestimme jeweils die Grenzwerte gegen plus/minus Unendlich und gegen eventuelle Liicken des Definiti- 7. Bestimme jeweils die Grenzwerte gegen plus/minus Unendlich und gegen eventuelle Liicken des Definiti-

onsbereiches. onsbereiches.
als) = bs? b(s) = 552 cls) = /s a(s) = bs? b(s) = 5s™ cls) =+/s
2 3 1 2 3 1
dis) = 4 els) = P f(s) = 83 dis) = 4 els) = 815 f(s) = 83
100 s’—-s 100 s’—s
(s) =s—100 h(s) = i(s) = (s) =s—100 h(s) = i(s) =
g (s) 5100 i(s) 7 g (s) 5100 i(s) s
- —_ 2 - — - —_ 2 - —
its) = s 53 K(s) = 2s° +4s+6 I(s):(s 2)(-3s+4) its) = s 53 K(s) = 2s° +4s+6 I(s):(s 2)(-3s+4)
125+s s—1 s 125+s s—1 s
s 9-¢’ : s 9-¢’ ’
mi(s) = = = — m(s) = = =
s 1-s nis) s+2 ofe) s? s 1-s nfs) s+2 ofe) s?
bls) = 4 ols) = 43s” -120 ) = | 18 + 9999 ols) = 4 ols) = 43s” -120 ) = ] 18 + 9999
® 427 86s? + 100000 s-50 ® 427 86s? + 100000 s-50

2. Nun geht es darum, Wurzeln zu berechnen, ohne sie direkt mit dem TR auszurechnen. Die Methode dazu
stelle ich im Plenum vor. Berechne genauso folgende Wurzeln mdglichst genau:

a) \7

Grenzwerte

c) V120

d) 0,6

2. Nun geht es darum, Wurzeln zu berechnen, ohne sie direkt mit dem TR auszurechnen. Die Methode dazu

stelle ich im Plenum vor. Berechne genauso folgende Wurzeln mdglichst genau:

a) N7 b) V19

Grenzwerte

c) V120

d) 0,6
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Steigung und Ableitung

Die Steigung einer Funktion mit kurvigem Graphen

Kurvensteigung & Tangentensteigung

Das Problem bei Kurven ist, dass sie keine durchgéngig gleichbleibende Steigung haben. Die Steigung andert
sich von Punkt zu Punkt. Deshalb brauchen wir die folgende...

Definition

Die Steigung einer Kurve in
einem Punkt ist identisch mit te
der Steigung der Tangente N Pty

(= Beriihrende) an diesem Y Taﬂg

Punkt.

(Xo | f(Xo))

Wenn wir nun die Steigung in einem Punkt (x, | f(x,)) herausfinden wollen, brauchen wir ,nur noch” die

Steigung der Tangente an diesem Punkt. Diese lasst sich allerdings nicht herausfinden, wenn wir nur die Funk-
tionsgleichung und einen Punkt auf dem kurvigen Graphen kennen. Wir gehen deshalb einen Umweg:

Tangentensteigung & Sekantensteigung

Zunéchst sehen wir uns eine
Sekante durch (x, | f(x,))

an. Eine Sekante ist eine
Gerade, die den Funktions-
graph an einem bestimmten %e\{“_,'
Punkt nicht beriihrt, sondern i
schneidet. Diese Sekante
soll den Graph etwas weiter
rechts noch einmal schnei-
den.

7ixo +h|f(xo+ h))

h

Aus praktischen Griinden wurde der zweite Schnittpunkt mit (x, +h | f(x, +h)) bezeichnet, so dass der
Abstand zwischen den beiden Stellen genau h betrégt.

Steigung, Ableitung, und Kriimmung 1
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Berechnung der Sekantensteigung
Nach der Formel fiir die Geradensteigung kann leicht die Steigung der Sekante berechnet werden:

_ fixg +h)=flxy)  flxg +h)—f(x,)
- Xo +h—x4 - h

S

Die rechte Seite dieser Gleichung heiRt Differenzenquotient.

Von der Sekantensteigung zur Tangentensteigung

Um nun von der Sekanten- zur Tangentensteigung zu kommen lasst man den Abstand h der beiden Stellen win-
zig klein werden, so dass sich die beiden Punkte aufeinander zu bewegen und so schlieBlich ,miteinander ver-
schmelzen”. Dazu benutzt man einen Grenzwertprozess, bei dem man h gegen Null laufen lasst:

Hier ist also die Steigung der Tangente durch (x, | f(x,)):

e = lim f(xo +h) = f(xg)

lim Die rechte Seite dieser Gleichung wird Differentialquotient genannt.
N

 Aufgabe 1
Berechne die Steigungen der Graphen der angegebenen Funktionen an den jeweils angegebenen Stellen. Was
fallt auf, wenn du die Funktionen, die iibereinander stehen, jeweils miteinander vergleichst?

alx) = 5x* + 2 Xo =3 | cx)=0,1x*—11 x,=-2 |ex)=x>-1 x,=5

bix) = 5x? +9 Xo=3 [dx)=0,17+12  x,=-2 [fx=x"+1 x,=5

Die Ableitungsfunktion

Natiirlich kann man in den Differentialquotienten jede beliebige Stelle der urspriinglichen Funktion einsetzen.
Jeder Stelle wird so eine Steigung zugeordnet. Diese offensichtlich eindeutige Zuordnung ist eine Funktion, die
so genannte Ableitungsfunktion, bezeichnet als f'(x). (Lies: ,f Strich von x”).

Definition der Ableitung
[ 100 = fim TP =10
h h

-0

Nur dies ist die Definition der Ableitung. Alles, was wir kiinftig zur vereinfachten Berechnung der Ableitung
herausfinden werden, ist wirklich nur Vereinfachung, nicht Definition.

Steigung, Ableitung, und Kriimmung 2
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Mithilfe der Ableitungsfunktion kdnnen wir die Steigung der urspriinglichen Funktion an jeder beliebigen Stelle,
die man fiir die Variable x einsetzen kann, berechnen.

| Aufgabe 2
a) Berechne jeweils die Ableitungsfunktion der angegebenen Funktion.
b) Was fllt auf, wenn du die Ableitungen der jeweils iibereinander stehenden Funktionen miteinander
vergleichst?
¢) Vergleiche jeweils die Ableitung mit der Ursprungsfunktion. Welche RegelmaRigkeit fallt hier auf?
d) Benutze die Ableitungsfunktion, um die Steigung des Funktionsgraphen an je zwei selbst gewahlten
Stellen zu ermitteln.

E-Phase Mathematik Martin-Nieméller-Schule Stefan Krissel

Ableiten leicht gemacht

Ableitung einfacher Potenzfunktionen

Fiir alle Funktionen, die sich als Potenz schreiben lassen, gilt:

glx) = x* i(x) = 4x2 k(x) = x? = 2x

hix) = x* j(x) = 5x? I(x) = x> — Bx

Graphisches Ableiten |

fx) = x’ = flix)=r-x7" reR ]
Beispiele
f(x) = x* = f'(x) = 4x°
f(x) = iS =x3 = f'ix)=-3x"* = —34
X X
f(x) = 5 = 5x° = fi(x)=0x"=0
1 1 1 1
f(x) = x = x°° = f'(x)=05x%=06 —z=_——=——
x5 2 & 2\/;

Grundlegende Ableitungsregeln

Man kann die Ableitungsfunktion auch graphisch bestimmen. Das Verfahren dazu wird an der Tafel erldutert.

| Aufgabe 3
a) Leite die Funktionen, deren Graphen hier gegeben sind, im Heft/er zweimal graphisch ab (bilde also die
ersten beiden Ableitungen). Du kannst die Ableitungen in ein einziges Koordinatensystem zeichnen, so-
fern du, z.B. mit verschiedenen Farben, die Ubersicht behltst.

b) Bearbeite die Aufgaben 1, 2 und 3 auf der Seite 132 im Buch.

Steigung, Ableitung, und Kriimmung 3

f(x) = g(x) + h(x) = f'(x)=g"'(x)£h'(x)

f(x) =a-g(x) = f'x)=a-g'(x) ae R
Beispiele

f(x) = x*+ 9x 2 = f'(x) = 4x® —18x7°

f(x) = 3x° = f'(x) = 16x*

Hohere Ableitungen

Natiirlich kann man Ableitungsfunktionen auch ableiten. Man produziert dann die zweite, dritte, vierte ... Ablei-
tung: f(x), £(x), ¥"'(x) usw.

Beispiel

f(x) = 2x° f''(x) =12x" =12x f'""(x)=0-12x"=0
f'(x) = 6x2 f'rix)=12x° =12 f'""'(x)=0
Aufgabe4

a) Berechne jeweils die ersten drei Ableitungen der angegebenen Funktionen.
b) Berechne mithilfe der ersten Ableitung jeweils die Steigung des Graphen der Ursprungsfunktion an der

Stelle 2.
m(x) = x* p(x) = 12x° s(x) = VX + 7%
n(x) = x* q(x) = 10x” + 4x°® ulx) = % +1,6x7*
X
o(x) = x* r(x) = 8x° — 3x°?2 v(x) =1

Steigung, Ableitung, und Kriimmung

a
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Kriimmungsverhalten

Wir betrachten den Graphen einer Funktion und ihre ersten beiden Ableitungsgraphen:

Originalfunktion:

Steigung, Ableitung, und Kriimmung 5
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Aufgabe 5
a) Markiere die Abschnitte der Originalfunktion, auf denen sich der Graph nach rechts kriimmt, griin und
die Abschnitte, auf denen er sich nach links kriimmt, rot.
b) Markiere auf den Intervallen, auf denen du den Originalgraphen rot/griin markiert hast, auch die Ablei-
tungsgraphen rot/griin. Was fallt auf?

Hier ist Platz fiir die richtige Antwort zu 5b, sie ist wichtig fiir die Zukunft:

Aufgabe 6

Bestimme jeweils das Kriimmungsverhalten der Funktion an den jeweils angegebenen Stellen x1 usw.:
a a(x)=x"-3 ;=5 x,=-3 x3=0
b b(x)=-2x* +10x® +12 X, =10 x,=1 x;=0

o c(x)=19x" —4x* X, =-2 X,=-3 X3=0

Aufgabe 7

a) Bestimme das Kriimmungsverhalten der Funktion

ilx) =x*-0,2x3 —=5x? —-5x + 2

an allen ganzzahligen Stellen zwischen -4 und 4.

b) Mache eine Aussage dariiber, wie oft sich das Kriimmungsverhalten anscheinend andert.

c) Welche Mdglichkeit gibt es, die Anzahl der Krimmungswechsel rechnerisch exakt herauszufinden?

d) Was ist resultierend aus c) die Maximalanzahl der Kriimmungswechsel einer ganzrationalen Funktion n-
ten Grades?

Steigung, Ableitung, und Kriimmung 6
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Graphisches Ableiten Il

Ubungen dazu

7. In der oberen Zeile der Tabelle sind drei Funktionsgraphen (zu den Funktionen f, g und h) gegeben. Darunter
siehst du sechs weitere Graphen (I-VI). Ordne nun den Funktionen f, g und h jeweils die ersten beiden Ablei-

tungen zu, die sich unter den Graphen I-VI verbergen.

f g h
s‘ }
f \
f'(x): g'(x): h'(x):
' (x): g"(x): h"(x):
I L. .
| |
‘ \
\
\
V. f V. VI.
/ |
EW |
|
\ \
\

Extrema und Wendepunkte
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2. Vergleiche die Ableitungen aus den vorigen Aufgaben mit den jeweiligen Ursprungsfunktionen. Was fallt be-
ziiglich der jeweiligen charakteristischen Punkte auf? Erganze:

An den Extremstelien der orB\naF@un\c’r\on

An den ,normalen’ wendestellen der or'\g\nat?unkﬂon

An den Sattelstellen der orB\naP?unkﬂon

Zusatzaufgaben fiir Schnelle:

3. Versuche bei den Funktionen aus 1 und 2 den Graph der Stammfunktion zu zeichnen. Die Stammfunktion ist

gewissermaRen das Gegenteil der Ableitung — unsere Ursprungsfunktion ist die Ableitung der Stammfunkti-
on.

4. Bilde von den Funktionen aus Aufgabe 1 auf graphische Weise so lange Ableitungen, his diese sich nicht mehr
verandern.

Extrema und Wendepunkte 2
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Das Finden der Extrema

1. Das notwendige Kriterium: Berechnung der Nullstellen von f*(x)

Da an jedem Extremum die Steigung und damit die erste Ableitung gleich Null ist, miissen wir zunéchst alle Stellen

suchen, fiir die gilt:
f'ix)=0

Das heiRt nichts anderes, als dass wir die Nullstellen der ersten Ableitung bestimmen miissen.

2. Die hinreichenden Kriterien

Wie ihr wisst, ist nicht nur an Extremstellen die erste Ableitung gleich Null, sondern auch an Sattelstellen. Daher
brauchen wir Instrumente, um Sattelstellen von Extremstellen zu unterscheiden. Dies sind die hinreichenden Krite-
rien. Man muss immer nur eines davon anwenden — welches, ist grundsatzlich egal.

Fiir alle drei Verfahren soll die Skizze unten hilfreich sein. Wir nennen die mdgliche Extremstelle immer e und Stel-
len links und rechts davon L, bzw. r.

(LIf(L)) (rif(r
(elf(e))

Erstes hinreichendes Kriterium: Uberpriifung umliegender Funktionswerte

f(e) < f(l)
und = e ist Minimum.
f(e) < f(l') (f(e) < f(l) und f(e) > f(l‘))
oder = e ist Sattelstelle.
fe)>f(l) (f(e)>f() und f(e)<f(r))
und = e ist Maximum.
f(e) > f(r)

Man priift also, ob der Funktionswert des mdglichen Extremums hdher oder niedriger als die der Punkte in unmittel-
barer Nachbarschaft ist.

Extrema und Wendepunkte 3
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Zweites hinreichendes Kriterium: Uberpriifung umliegender Steigungswerte
(Vorzeichenwechselkriterium)

f()<0
und = e ist Minimum.
£(r)>0 (f'()<0 und f'(r)<0)
oder = e ist Sattelstelle.
F(>0 (f)>0 und (r)>0)
und = e ist Maximum.
f'(r)<0

Man bestimmt also, ob der Graph der Funktion rechts und links von der moglichen Extremstelle steigt oder fallt und
zieht daraus die entsprechenden Riickschliisse.

Drittes hinreichendes Kriterium: Uberpriifung mit héheren Ableitungen
Bei diesem Verfahren betrachtet man die Kriimmung des Graphen:

e An Tiefpunkten sind Graphen immer rechtsgekriimmt.

e An Hochpunkten immer links herum.

e An Sattelpunkten gibt es keine Kriimmung, sondern einen Kriimmungswechsel.

Zur Kriimmungsbestimmung benutzen wir die zunachst zweite Ableitung. Man muss aber beachten, dass man nichts
zur Kriimmung sagen kann, wenn die zweite Ableitung den Wert Null hat. Dann muss man hohere Ableitungen nach
folgenden Schema benutzen:

f“(e)>0 = e ist Minimum.

f“(e)<0 = e ist Maximum.

() =0 — 277 > f“(e)=0 = e ist Sattelstelle.
f“(e)=0 =777

f““(e)>0 = e ist Minimum.

f““(e)<0 = e ist Maximum.

() =0 YY) > f“““(e)#0 = e ist Sattelstelle.

f““(e)=0 =777

usw.

Extrema und Wendepunkte a
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3. Bestimmung des Extrempunkts

Zum Schluss miissen wir (falls wir nicht das erste hinreichende Kriterium benutzt haben) die bestatigte Extremstelle
in den Funktionsterm einsetzen und den jeweiligen Extrempunkt berechnen.

 Aufgabe zu den Extrema

Untersuche die angegebene Funktion jeweils auf Extrema und Sattelpunkte. Gib jeweils die kompletten Punkte an.
Probiere unterschiedliche hinreichende Kriterien aus, um herauszufinden, welches dir am besten gefallt.

alx) = —x?>+6x-2 b(x) =3x?>-3x+3 c(x)=9x* -12 dix) = x* —2,5x% - 2x + 6
1 3 9 2 3 2 4 2 3
e(x)=5x _ZX -3 | f(x) =0,bx° + 2x gx)=—-x"+2x"+4 | h(x) =x>+4
3
i(x) = -5x° +10 jix)==1,8x> +3x*+ 0,5 | k(x) = —x* —% +1 ] 1x)=x° - ?ﬁ +5Bx

Das Finden der Wendepunkte

Man kann sich zunutze machen, dass die Wendestellen der urspriinglichen Funktion die Extremstellen der ersten
Ableitung sind. Daher sind die notwendigen und hinreichenden Kriterien sehr ahnlich.

1. Das notwendige Kriterium: Nullstellen von f**(x)

Da an jedem Wendepunkt die Kriimmung Null sein muss, hat auf jeden Fall die zweite Ableitung auch den Wert Null.
Zuerst sucht man also die Nullstellen der zweiten Ableitung:

2. Die hinreichenden Kriterien

Das erste und zweite hinreichende Kriterium...

...lassen sich von den Extrema direkt auf die Wendepunkte iibertragen. Man muss nur alles eine Ableitung hdher
ausfiihren!

Extrema und Wendepunkte 5
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Das dritte hinreichende Kriterium

Dieses Kriterium ist ebenfalls sehr dhnlich zum dritten hinreichenden Kriterium bei den Extrema. Da es am beliebtes-
ten ist, stelle ich es hier schematisch dar:

w  sei eine mogliche Wendestelle. Man weiB also:  f*“(w) =0. Dann setzt man w zundchst in die dritte
Ableitung ein und folgt dem Schema.

“(w)>0 = w ist Rechts-Links-WP.

= w ist Links-Rechts-WP.
“w)=0 =272 o f(w)20 = wist keine Wendestelle.

T ETw)=0 =77

- —h -
S
AN
o

f““(w)>0 = w ist Rechts-Links-WP.
f““(w)<0 = w ist Links-Rechts-WP.
f*w)=0 =777 » (@20 = w ist keine Wendestelle.
f““(e)=0 =77
USW.

3. Den ganzen Wendepunkt bestimmen

Zum Schluss muss man natiirlich die nun bestatigte Wendestelle in die Originalfunktion
einsetzen, um den vollstandigen Wendepunkt WP (w | f(w)) zu bestimmen

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

{ Aufgaben zu Wendepunkten

7. Berechne die Wendepunkte der angegebenen Funktionen.

L(x) = ix4 - lx3 —x? M(x) = x* + 4x3> —90x? N(x) = gx4 - §x3 —-32x?
12 6 3 3

O(x) = x® —15x2 P(x) = 0,5x* — 27x? Q(x) = —%x“ —%xs +3x?

2. Berechne die Nullstellen, die Extrema und die Wendepunkte (inkl. Sattelpunkte) der angegebenen Funktionen
und zeichne auf dieser Basis den Funktionsgraphen.

R(x) = x* + 3x” — 9x S(x) = _gx‘* +6x2

Extrema und Wendepunkte 6
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Symmetrie

Einstiegsaufgabe

Betrachte die Graphen und die zugehdrigen Gleichungen unten.
a) Welche Graphen haben welche Symmetrieeigenschaft?
b) Wie kann man anhand der Funktionsgleichung feststellen, welche Symmetrie vorliegt?

alx) = 3x° = x°

dix) = 3x* - 7x*

glx) = x® — 2x°

E-Phase Mathematik Martin-Nieméller-Schule Stefan Krissel

Die Symmetriekriterien

Achsensymmetrie an der y-Achse
liegt vor, wenn folgende Gleichung erfiillt ist:

Punktsymmetrie am Ursprung
liegt vor, wenn folgende Gleichung erfiillt ist:

f(x) = f(—x) f(x) = —f(—x)

Fiir ganzrationale Funktionen gilt folgende Vereinfachungsregel:

b(x) = x® — 2x

e(x) = -3x5 +8x* -2

hix) = —=3x® + 5x?

Volistandige Funktionsuntersuchung/
Kurvendiskussion

clx) = —2x° + 6x° — 2x

f(x) = x® —4x* +5x2

-3

i(x) =0,6x* —3x® +5x*> -3

Eine vollsténdige Funktionsuntersuchung/Kurvendiskussion (die beiden Bezeichnungen sind gleichwertig) besteht
aus folgenden Schritten (die Reihenfolge kann teilweise vertauscht werden, soweit es noch sinnvoll ist):

Ermitteln des Definitionsbereiches

Aufstellen der Ableitungen (mindestens drei)
Untersuchen der Symmetrie

Berechnen des Schnittpunkts mit der y-Achse
Berechnen der Nullstellen J
Berechnen der Extrema .
Berechnen der Wendepunkte

Untersuchen des Verhaltens gegen +/- Unendlich und | —
gegen evtl. Definitionslicken

9. Zeichnen des Graphen

ONoaRr®wON =

Aufgaben

7. Fiihre jeweils eine vollstandige Kurvendiskussion/Funktionsuntersuchung durch.

a) vix) = 2x* —=3x* +5 b) wit) = %(—x4 +8x* -7

2. Erledige folgende Aufgaben aus dem Buch:
S.190,A.1ab

S.194, A.5defh

S. 194, A. 6 a—f
S. 194, A. 8
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Tangenten und Normalen

Was eine Tangente in einem bestimmten
Punkt ist, ist schon langer bekannt: Eine
Gerade, die eine Kurve in diesem Punkt
beriihrt.

Eine Normale in einem bestimmten Punkt
einer Kurve ist auch nichts Kompliziertes:
Eine Gerade, die die Kurve und damit die
Tangente in diesem Punkt senkrecht
schneidet.

01234567“\9

Hinweise zur Aufstellung der Tangenten- und Normalengleichungen

Wir nehmen an, dass eine Funktionsgleichung gegeben ist, auBerdem eine bestimmte Stelle X, , an der die

Gleichung der Tangente und der Normalen ermittelt werden soll.

Tangente

Normale

E-Phase Mathematik Stefan Krissel

Aufgaben zu Tangenten und Normalen

Martin-Nieméller-Schule

S. 185, A1
S. 186, A. 4

S. 186, A. 2
S. 190, A. 1¢c

S. 186, A. 3 (Sehne = Sekante)
S. 194, A 6g

Ableitung als Anderungsrate

1.

Rohgleichung der Tangente:
t(x) =myx + by

1.

Rohgleichung der Normalen:
n(x) = myx + by

2. Ermittlung der Tangentensteigung my, die iden- 2. Ermittlung der Normalensteigung my, die der
tisch mit der Ableitung f'(xq) an der Stelle X, negative Kehrwert der Tangentensteigung ist.
i 1 1
1st. , emN:—iz— -
2> mp =f'(xq) my f'(xq)

3. Ermittlung des Kurvenpunktes (xo | f(xo)) 3. Ermittlung des Kurvenpunktes (X, | f(xo))

4. Es fehlt noch b . Dazu setzt man die Koordinaten 4. Es fehlt noch by . Dazu setzt man die Koordina-
des Punktes in die Rohform der Tangentenglei- ten des Punktes in die Rohform der Normalenglei-
chung ein und Iést nach b auf. chung ein und lést nach by auf.

f(xg) =myxq + by f(xg) = myxg + by
f(xg) —myxg = by f(xg) —myxg = by
5. Nun kann man die komplette Gleichung aufstellen. 5. Nun kann man die komplette Gleichung aufstellen.

Wir haben die Ableitung als Steigung des Funktionsgraphen kennen gelernt. Man kann sie, besonders in prakti-
schen Zusammenhangen, aber auch als Anderungsrate verstehen.

Beispiel
Nehmen wir an, Mrs Caroline Thompson habe sich ein neues Auto gekauft, und zwar einen ZX-31415. Die Ge-
schwindigkeit in den ersten 10 Sekunden nach dem Losfahren kann mit der Funktion g berechnet werden:

gls) = 30s%6

Wenn man jetzt die Beschleunigung, also die Anderung der Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt
wissen mdchte, kann man einfach die Ableitung zu Rate ziehen:

g'(s) = 185704

Beispielsweise ist die Beschleunigung vier Sekunden nach dem Start noch
g'(4)=18-4°%=10,33828519

Das Auto wird also vier Sekunden nach dem Start gut 10 km/h pro Sekunde schneller.

A @ ® O N B
O © o o o o

y/wy ur yeXBipuIMydseD
N

=)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zeit in Sekunden

Aufgaben (Anderungsrate, Anwendungen, komplexe Aufgaben)

S. 160, A.2 S. 161, A. 4 (Vorsicht, Falle!) S. 161, A. 7
S.202,A. 2 S. 203, A.3 S.206,A.5
S. 206, A. 6 S. 207, A.7 S. 208, A. 12abcde
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Exponentialfunktionen:
Wachstum und Zerfall
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Formales zu Exponentialfunktionen

Mithilfe einiger praxisnaher Aufgaben werdet ihr nun zu den Exponentialfunktionen gefiihrt. Was sich genau
dahinter verbirgt, werdet ihr bald mitbekommen, zundchst soll es aber, wie gesagt, um praxisnahe Zugéange
gehen.

Aufgaben

Markiere die Aufgaben mit ©, © oder ®, je nachdem, wie gut du damit zurecht kommst.

7. Die Algen aus dem Tafelbeispiel mutieren und bringen Mutanten mit anderen Vervielfachungsraten her-
vor. Stelle Funktionsgleichungen fiir die folgenden taglichen Wachstumsraten auf und berechne die Ver-
vielfachungen in den ersten fiinf Tagen:

3 10 100 1,5

2. Genauso wie etwas auf die nun erfahrene Weise wachsen kann, kann auch etwas zerfallen, so dass z.B.
nach einem Tag nur noch die Halfte da ist. So geht es z.B. in den ersten Wochen des ersten Semesters in
Mathematik an der Uni mit der Anzahl der Studenten. Hier sind, dhnlich wie bei Aufgabe 1, verschiedene
tagliche Zerfallsraten angegeben. Stelle jeweils wieder eine Funktionsgleichung auf und berechne die Zer-
fallsraten fiir die ersten fiinf Tage.

1 1 2

2 5 3

3. Nun sind nicht ,nur” Vervielfachungsfaktoren gefragt. Angenommen, am Anfang existieren 10 Quadrat-
meter Algen, die sich pro Tag vervierfachen. Rechne zundchst aus, wie viele Quadratmeter man am ers-
ten, zweiten, ..., fiinften Tag hat. Versuche dann eine passende Funktionsgleichung auf.

4. Die Halbwertszeit des chemischen Elements lod betrégt gut acht Tage. Nehmen wir an, es sind genau
acht. Du hast aus irgendeinem Grund 16kg lod erbeutet und siehst ihm nun beim Zerstrahlen zu. Stelle
eine Funktionsgleichung auf und berechne die vorhandenen Mengen nach 8, 16, 32 und 64 Tagen.

5. Die Halbwertszeit von Plutonium betrdgt 24110 Jahre. Angenommen, ein wahnsinniger ehemaliger
Froschdompteur hat 200k (eine vdllig utopische Menge) erbeutet und mdchte nun wissen, wie viel er
nach 100, 1000, 10.000 und 1.000.000 Jahren noch hat. Stelle eine Funktionsgleichung auf,
bei der man fiir die Variable einfach die seit der Erbeutung des Plutoniums vergangenen Jahre einsetzen
kann und berechne die vorhandene Menge Plutonium zu den o.g. Zeitpunkten.

6. Zwei Kaninchen haben besondere Freude am Zusammensein, so dass sie einen beachtlichen Nachwuchs
hervorbringen. Nach 8 Tagen veranderthalbfacht sich immer ihre Gesamtanzahl. Stelle wieder eine pas-
sende Gleichung auf und berechne, wie viele Karnickel wir nach einem halben Jahr (183 Tage) begrii-
Ben, wenn alle iiberleben.

7. 50 Kérnchen Feenstaub verdreifachen sich aufgrund eines entsprechenden Zaubers taglich. Nun wird es
anspruchsvoll: Ich mdchte vier unterschiedliche Funktionsgleichungen haben: Jeweils eine, in der ich als
Variable Stunden, Wochen, Monate und Minuten ,eingeben” kann. Berechne mit jeder dieser Gleichungen:
Wie viele Kdrnchen habe ich nach 17 Stunden und 23 Minuten?

8. 1993 hat irgendein Atomkraftwerk 600g Plutonium produziert. Nun mdchte ich eine Funktionsglei-
chung, in die ich direkt die Jahreszahl eingeben kann und sehe, wie viel Plutonium dann und dann noch da
ist. Gib genaue Werte fiir die Jahre 50.000, 76.038, 802.701 und 2.000.001 an.

Exponentialfunktionen 1

Alle Funktionen, deren Gleichungen sich in folgende Form bringen lassen:
fix) =a b +e mit a,b,c,d, e eR

Die Parameter a, b, ¢, d und e haben, abgesehen von der anwendungsbezogenen Bedeutung, Auswirkun-
gen auf den Graphen:

a: a streckt und staucht den Graphen — wie bei ganzrationalen Funktionen.

b: Ist b=1, ist der Graph eine horizontale Gerade. Ansonsten ist der Graph eine Kurve. c: ¢ streckt und
staucht den Graphen parallel zur x-Achse.

d: Ist d nicht Null, wird der Graph um d nach rechts verschoben.

e: Der Graph wird um e nach oben verschoben.

Fiir d und e gift natiirlich, dass der Graph in die entgegengesetzte Richtung verschoben wird, sollte der Para-
meter negativ sein.

Weitere Aufgaben:

9. Dein Mathelehrer befiehlt dir, den Graph der Funktion v(x) = 4*um 2 nach links und 4 nach oben zu
verschieben und die passende Funktionsgleichung aufzustellen. Du bist natiirlich artig und tust das.
Zeichne den veranderten Graphen.

70. Nun wird es tollkiihn: Man verlangt von dir, dass der Graph von v(x) mit dem Faktor O,4 gestaucht
wird. Nochmal das Ganze.

717. Beschreibe in Worten, welche Verdnderungen dazu gefiihrt haben, dass aus w(x) = 5* die Funktion
G(x) =17-5""" + 2 wurde.

72. Beschreibe nun in Worten, wie aus u(x) = 0, 2 - 5™**%" — 8 die Funktion t(x) = 5* wurde.

73. Und nun beschreibe die Verénderungen von q(x) = 50-10%® + 20 zu p(x) =5-10*** - 9.

Kurvendiskussion

Natiirlich kann man auch Exponentialfunktionen untersuchen. Allerdings ist das nicht so leicht wie bei ganzrati-
onalen Funktionen. Einige Bemerkungen dazu:

= Der y-Achsenabschnitt lasst sich wie iiblich mit f(O) berechnen. Im Gegensatz zur Situation bei
ganzrationalen Funktionen kann man den y-Achsenabschnitt nicht in der Gleichung ablesen.

=  Fiir die Berechnung der Nullstellen bendtigt man den Logarithmus - dieser folgt im nachsten The-
ma.

= Extrema und Wendepunkte werden erst in der @1 berechnet, da Exponentialfunktionen anders abzu-
leiten sind als ganzrationale Funktionen.

= Fiir die Symmetrie gelten die allgemeinen Gesetze, nicht jedoch die Vereinfachungsregeln wie bei
ganzrationalen Funktionen.

Exponentialfunktionen 2
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Logarithmus & Exponentialgleichungen Tipps zur Lésung von Exponentialgleichungen
Grundsitzliches Vorfiihrung an einem Beispiel
Rechnung Kommentar

Der Ausdruck wird folgendermaRen gelesen: Logarithmus von a zur Basis b.

8t =5.312 Zuerst schreibt man natiirlich die Gleichung hin.

/Definition des Logarithmus \
Der Logarithmus ist folgendermaRen definiert: x =log,a & b* = a| . . s Dann trennt man alle Bestandteile, in denen die
8 =5.3".3 Variable vorkommt, von denen, die sich als Zahl

Der Doppelpfeil heiBt, das die Aussagen rechts und links davon gleichwertig sind. schreiben lassen.

Der Logarithmus von a zur Basis b ist also die Zahl, mit der man b potenzieren muss, damit a herauskommt. gt 1

=5. Nun bringt man alles mit der Variable auf eine
| 3! 32 Seite, alles andere auf die andere Seite
KES gilt demnach auch:  |b°*° =a j

. . 8 ' _5 Jetzt schreibt man den Term mit der Variable so
Spezielle Logarithmen: (3) "9 um, dass die Variable im Exponent steht.
= g ist der Logarithmus zur Basis 10, bedeutet also dasselbe wie log,,. Leider auf vielen Taschen-
rechnern mit log bezeichnet. Also nicht verwirren lassen!
= In ist der Logarithmus zur Basis e = 2,718281828459... Diese ,Eulersche Zahl" braucht
euch momentan nicht zu interessieren — aber ihr wisst immerhin, was das In auf dem TR bedeutet. t =log, g bD.T;" kann man den passenden Logarithmus
3 ilden.

Eingabe in den Taschenrechner Diesen lasst man sich mit dem Taschenrechner
Machte man ausrechnen, hat aber einen uralten Taschenrechner, gibt man folgendes in den TR ein: t=-0,59927521849218 ausrechnen.

Iga : Igb|. Hart sich komisch an, ist aber so.

Hier ist Platz fiir ein Gedicht

Die Logarithmengesetze

Wie bei Potenzen gibt es auch bei Logarithmen Rechengesetze, die ihr ab sofort prasent haben miisst.

u r
log,(u-v) =log, u+log, v log, (7J =log,u—log, v log, (U') =r-log,u
v

Dabeigilt: be R*\1 u,veR" reR

Logarithmus & Exponentialgleichungen 1 Logarithmus & Exponentialgleichungen 2
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Aufgaben
7. Mit den Logarithmengesetzen kann man Terme vereinfachen. Erledige das mit den hier aufgefiihrten Ter-

men - ohne den Taschenrechner zu benutzen!

a) 1g60—Ig2—1g3 b) 1g150+1Ig2—1g3 c) Ig§+lg%+lg% d) log, 48 —log, 3—log, 2

2. Lise die Gleichungen (also bestimme die Unbekannte) — méglichst ohne Taschenrechner!

a) log, x+log, 3=1og, 9 ‘ b) IgBz+1)=1 ’ ¢) log,y—log, 2356 = g1 ‘ d) log, d+2)+1=log, 12
e) lg5+lgz=1 ‘f) log, g +2log, 6 = log, 72 ’g) r=log, 25 ‘ h) i=log,, 10000 log,, 2000
3. Lise die Gleichungen. Es kommen teilweise ,unfreundliche” Ergebnisse heraus, runde diese auf vier Stel-
len hinter dem Komma.
a) 4°=16777216 b) 5-4*" +1=5242881 ’ c) 3% =4.5% ’ d) 22.3"%=9.5%"
e) 7" =823543 f) 5"=2.7™" ’ g) 5-6%=6-5" ’ h) 18-3""'=2.5>"

4. Berechne die Nullstelle und den y-Achsenabschnitt der angegebenen Funktionen — soweit miglich.
a) O(s)=3° b) Als)=3° -3 ’ c) Uls)=3"+5 ‘ d) Y(s)=4-3°-6
e) Bls)=—2-4°+3 f) @s)=—4-2°-4 ’ g) 8(s)=-0,5-2°+10 ‘ h) #(s)=10°-0,1°-2° —1

5. Hier sind jeweils zwei Exponentialfunktionen angegeben. Berechne den Schnittpunkt der beiden Graphen.

~80.2° 1 Qlc)=5.2° de) =327
a) #9" . 0 7 © C_6‘03° Y o6 (8]
kic)=5-4 Lic)=81-3° mic} =6-0, e = (EJ

6. Die Funktionen mit den unten angegebenen Gleichungen schneiden sich irgendwo. Gib den Schnittpunkt
genau an. Leider ist hier die Losung nur durch Ausprobieren zu finden. Wieso?

d
(")(d)=12"—1 U(d)=3——2
4 9

7. Die elenden Algen wieder. Sie bedecken eine Fliiche von drei Quadratmetern, als sie gefunden werden und
verdoppeln sich alle drei Tage. Nun will irgendein Depp prazise wissen, wann sie 50 Quadratmeter bede-
cken. Berechne.

Logarithmus & Exponentialgleichungen 3
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8. Die Laune irgendeines Mathematiklehrers beginnt bei 200 Launepunkten und halbiert sich alle 10 Mi-
nuten, nachdem ihn irgendein Schiiler wegen einer Algenaufgabe als Depp bezeichnet hat. Wann ist seine
Laune bei 30 Launepunkten (sténdiges Grummeln) angelangt?

9. Atomkraft ist ja was Tolles. Man mdchte ein Kilogramm Plutonium loswerden. Die Halbwertszeit von Plu-
tonium betragt 24.110 Jahre. Wann kann man damit rechnen, nur noch ein Gramm loswerden zu miis-
sen?

70. Zwei Populationen intelligenter Algen haben einen Wetthewerb gestartet, welche ihren eigenen See
zuerst vollkommen zuwdchst. Population Hummelheim startet mit 20 Quadratmetern und verdreifacht
sich alle vier Tage. Population Bienendorf startet mit 200 Quadratmetern, aber verdreifacht sich nur al-
le 5 Tage. Am Ende gewinnt Hummelheim. Ermittle, wie groB jeder der Seen mindestens ist.

Ergebnisse zu manchen Aufgaben — zur Uberpriifung

2. a)x=3 b)z=3 c)y=2356 dd=04 e)z=2 flg=2 glr=2 h)i=0,5
3. 312 b)5 ¢)10,672897 d)-14,154209 e) 11 f)-7,84331378  g) 0,5 h) -0, 6056367

Sy =— s, =1 S, =— xy =0,36907
4. a" b) " ¢ " d "
8,01 8,(0]-2) 8,(0]6) 8,(0]-2)
5,=0,29248 s, =— s, =4,321928 s, =0
e) f) g) h)
8,(0]1) 8,(0]-8) 8,(0(9,5) 8,000)

o

. a) (4]1280) b) (-4|6561) c) (0,0961044 |5,344416576) d) (-0,595922 |4,53433147)
7. alogz(%ﬂj:n,nesm

. 10log, [%j =27,369655941662061664165804855416

© o

. 24110l0g, (ﬁj =240275,05910320291862146020433497

Dieses Bild einer Schiffschraube erfiillt,
wie die meisten Bilder in Mathebiichern
auch, keinerlei Zweck.

Hier kannst du ein eigenes zweckloses Bild hinzeichnen.

Logarithmus & Exponentialgleichungen a
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Logarithmusfunktionen
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Eine einfache Vorform

Umkehrfunktionen

Bevor wir die allgemeine Form der Logarithmusfunktionen in den Blick nehmen, nahern wir uns mithilfe einer
recht einfachen Version:

f(x) = log, x be R*

Aufgaben dazu

1

7. Zeichne fiir verschiedene Werte von b (ﬁ , 5,2,2) die Graphen - nach alter Sitte mithilfe einer Wer-
tetabelle.

2. Begriinde: Wieso kann man nicht 1 als b nehmen?

3. Welche Aussagen lassen sich zu Definitions- und Wertebereich machen? Bitte begriinden!

4

. Die Terme der folgenden Funktionen haben alle die Form log, x . Bestimme jeweils das b.

kix) geht durch P(8]3) | L(x) geht durch P(3]8) | m(x) g.d. P(0,5]-1)

Was ist das?

Umkehrfunktionen sind keine spezielle Funktionsklasse. Man kann zu vielen, aber nicht zu allen Funktionen eine
Umkehrfunktion bilden.

So bildet man die Umkehrfunktion:

= Eine Funktionsgleichung ist gegeben. zn =r°
= Nun ersetzt man - zum leichteren Rechnen — den Funktionsnamen mit Vari- 3
. . z=r
able vorne durch einen einzelnen Buchstaben.
= Jetzt vertauscht man die beiden Buchstaben. r=2°

= AnschlieBend l6st man nach z (oder was auch immer man fiir einen Buchsta- %/—
ben genommen hat) auf. Z=NT

= Nun ersetzt man den anfangs gewahlten Buchstaben wie rechts dargestellt.
Das ' bedeutet in diesem Zusammenhang nicht ,eins durch...”. Aberumdas | _, 3/_
zu erkléren, miissten wir etwas Uni-Mathe machen. Ich weiR nicht, ob ihr | % (r) =~
das mdchtet...

1

= (x) g.d. P(1]0) (x) g.d. P(0,1|-6)
n(x) g.d. P(3 |3) o9 | P9 |

Logarithmusfunktion — was ist das?

Die Logarithmusfunktionen, mit denen wir zu tun haben, lassen sich alle in die Form

[fix) =a-log,(cx —d +e aceR\O0  deeR  beR" bringen.

Die Parameter a, ¢, d und e haben natiirlich alle Bedeutungen.

Aufgabe 5
Versuche mithilfe eines einfachen Beispiels herauszufinden, was bei einer Veranderung der Parameter a, ¢, d
und e passiert. Starte z.B. mit s(x) = Igx. Zeichne den Graphen dieser Funktion (oder benutze GeoGebra —

Vorsicht, hier bedeutet die Eingabe ,log” natiirlicher Logarithmus) und fiige anschlieBend Parameter hinzu.
Zeichne einen neuen Graphen. Notiere genau, was passiert, und ziehe Riickschliisse.

Aufgabe 6

Gegeben ist die Funktion c(x) =log,, x. Mit ihrem Graph sollst du den jeweils angegebenen Schabernack

treiben und entsprechend eine neue Funktionsgleichung aufstellen. Bitte nichts zeichnen!

a) Verschieben um 2 nach rechts, 1 nach oben und in y-Richtung Strecken mit dem Faktor O, 5.

b) Verschieben um 17 nach unten, 32768 nach links und in y-Richtung Strecken mit dem Faktor 11 1.

c) Verschieben um 34 nach unten, 17 nach rechts, in y-Richtung strecken mit Faktor 78, verschieben um
12 nach oben und 376 nach links.

d) Auf einem Bein hiipfen!

Logarithmus- und Umkehrfunktionen 1

Obacht!

Man kann nicht zu jeder Funktion ganz sorglos einfach eine Umkehrfunktion bilden. Wieso das so ist, wird hof-
fentlich wahrend den kommenden Aufgaben klar.

Aufgaben
7. Bilde zu den angegebenen Funktionen jeweils die Umkehrfunktion und zeichne beide Graphen.
a) alw) =3 -w b) b(w) =2w +5 c) clw)=2" d) diw)=3-4"
2. Schaue auf deine Ergebnisse aus Aufgabe 1. Es gibt eine Maglichkeit, aus dem Graphen der Originalfunk-
tion direkt den Graphen der Umkehrfunktion zu zeichnen. Versuche zu beschreiben, wie das geht.
3. Versuche nun, den Graphen der Umkehrfunktion von e(w) = w? nach der in Aufgabe 2 gefundenen
Methode zu zeichnen. Wieso ist das jetzt kein Funktionsgraph mehr?
4. Man kann das in Aufgabe 3 gefundene Problem umgehen, wenn man den Definitionsbereich der Ur-
sprungsfunktion etwas einschrankt. Mache dazu einen sinnvollen Vorschlag.
5. Stelle zu den folgenden Funktionen jeweils die Umkehrfunktion auf — sofern (teilweise) moglich.
a) als)=6-0,2s b) b(s) = -4 + 2s c) cls)=0,6-2° d) dis) = 0,4 -log, s
S4
e) e(s) =s° f) fls)=s*—1 9 gls) = h) his) = s° +1

Buch-Aufgaben:

S.93-97,A.4,5,8, 14,15
S.102,A.2,4,5

Logarithmus- und Umkehrfunktionen 2
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Trigonometrische Funktionen

E-Phase Mathematik

Martin-Nieméller-Schule

Wichtige Gesetze

Stefan Krissel

Was mag das sein?

Wir haben auch hier wieder eine Grundform, in die sich alle trigonometrischen Funktionen pressen lassen, mit
denen wir zu tun haben werden:

[fix) =a-sin(blx—c)) +e ab,cdecR D=R|

Sollte jemand protestieren und nach dem Kosinus verlangen, sei dieser jemand an die Gleichheit
cos(a) = sin(a + 90°) erinnert.

=> Siehe auch Seite 113 im Buch!

Umrechnung Winkel/Bogenmaf

Periodizitat :
Symmetrie :

sin(x) = sin(x + 2km)
sin(x) = —sin(—x)
sin(x) = sin(w — x)

cos(x) = cos(x + 2km) ke Z
cos(x) = cos(—x)
cos(x) = cos(2m — x)

=>» Man beachte unbedingt weitere wichtige Gesetze auf Seite 110 im Buch und ab Seite 26 im Tafelwerk.

Funktionsuntersuchung/Kurvendiskussion

Sei o ein Winkel und x das zugehdrige BogenmaR. Dann gelten folgende Beziehungen:

o 180°-x
= T o=
180° T
Die Grundfunktionen
s(x) =sin(x)
& Lsm / i)
3\ -2 -1 P 0 10,5m® 3.\ 4 5 /.;21.[ 7 3

c(x) =cos(x) )

Wichtige Begriffe

= Der Definitionshereich umfasst normalerweise alle reellen Zahlen;
= Der Schnittpunkt mit der y-Achse wird wie iiblich mit f(O) berechnet.

Bei den trigonometrischen Funktionen ha-
ben wir es mit einem Ableitungskreislauf zu
tun, der rechts dargestellt ist. Es gilt also
z.B.:

N

cos(x) cos(x)

Amplitude

Halber vertikaler Abstand von Hoch- und Tiefpunkten. Bei den Grundfunktionen: Abstand Hoch-/Tiefpunkt zur x-
Achse, die Amplitude ist also genau 1.

Periode
Horizontale Distanz, nach der sich der Funktionsverlauf wiederholt.

Trigonometrische Funktionen 1

Ableitungen
f(x) = sin(x)
f'(x) = cos(x) -sin(x)
f''(x) = —sin(x)
usw.
Wie aus den wichtigen Gesetzen von oben zu schlieRen ist
] = Sinusfunktion in ihrer Grundform punktsymmetrisch zum Ursprung
Symmetrie = Kosinusfunktion in ihrer Grundform achsensymmetrisch zur y-Achse
Wird der Graph verschoben o.4., konnen diese Symmetrien natiirlich verschwinden.
Die Nullstellen von sin(x) sind in der | Die Nullstellen von cos(x) sind in der
ersten Periode O; ; und 27. ersten Periode O,57, 1,5m.
Nullstellen Bei Streckungen und Verschiebungen | Bei Streckungen und Verschiebungen
verandern sich diese Nullstellen entspre- | verdndern sich diese Nullstellen entspre-
chend. chend.
sin(x) hat in der ersten Periode... cos{x) hat in der erstc_an Periode...
. . = Hochpunkte bei
= einen Hochpunkt bei (0,57 | 1)
I ) (0] 1) und (2| 1)
Extrema = einen T|efpgnkt bel_(1 57| -1) = einen Tiefpunkt bei (| —1).
Veranderungen passieren bei Streckungen . . .
A Veranderungen passieren bei Streckungen
und Verschiebungen. :
und Verschiebungen.
Die Grundfunktionen haben Wendepunkte an den Nullstellen. Bei Streckungen und
Wendepunkte Verschiebungen verandern sich die Wendepunkte entsprechend.

Verhalten — foo

Aufgrund der Periodizitét existieren normalerweise keine Grenzwerte gegen Unendlich.

Trigonometrische Funktionen 2
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Aufgaben

7.  Rechne jeweils in BogenmaR/Winkel um.
1 2

a) 60° —T " d) 150°
b) 4 c) 3

In f) 300° n h) 240°
el 6 a 4

2.  Zeichne die folgenden BogenmaRBe in den Einheitskreis ein. Bestimme jeweils Sinus und Kosinus durch
Ablesen.

a) in b) c) —m d) §n
3 12 2

3. Gib jeweils bis zu vier BogenmaRe an, fiir die die jeweilige Gleichung gilt. Falls es weniger als vier gibt,
begriinde dies. Von einem angegebenen Sinus/Kosinus-Wert kommt man mithilfe der arcsin/arccos/sin™
cos™'-Taste auf dem TR zuriick zum BogenmaR.

a) Jsin(x,) = 0,5 b) [cos(x,)] =0,5  ¢) [sin(x,) =1 d) |cos(x,)| =0

4.  Hier werden die Begriffe Amplitude und Periode geiibt.

a) Stelle die Funktionsgleichung einer Sinusfunktion auf, die die vierfache Amplitude wie die Grund-
funktion hat.

b) Stelle die Funktionsgleichung einer Kosinusfunktion auf, die die vierfache Amplitude wie die
Grundfunktion hat und an der x-Achse gespiegelt ist.

c) Stelle die Gleichung einer Sinusfunktion auf, die im Verhaltnis zur Grundfunktion die dreifache
Periodenldnge hat.

d) Stelle die Gleichung einer Kosinusfunktion auf, die nur die halbe Periodenldnge wie die Grund-
funktion hat.

e) Bestimme die Gleichung einer Sinusfunktion, die die neunfache Periodenlange und die zehnfache
Amplitude wie die Grundfunktion hat.

5.  Begriinde die folgenden Zusammenhnge:
a) Die Spiegelung des Graphen der Sinus- oder Kosinus-Grundfunktion an der x-Achse ist das glei-
che wie die Verschiebung um 7t in x-Richtung.
b) —sin(x) = sin(x + ) = sin(x — 7)
c) Die Spiegelung des Graphen der Sinus-Grundfunktion an der x-Achse hat den gleichen Effekt wie
eine Spiegelung an der y-Achse.

Trigonometrische Funktionen 3
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6. Die Graphen der jeweils angegebenen Funktionen sollen, wie ebenfalls angegeben, verandert werden.
Stelle die neue Funktionsgleichung auf.

a) a(x) = sin(x) soll um 3 nach oben verschoben werden, auRerdem um 2 nach rechts.

b) b(x) = cos(x) soll um 1 nach links und 5 nach unten verschoben werden.

c c(x) = sin(x + 3) soll um 2 nach rechts verschoben werden, dann soll die Amplitude verdop-
pelt werden.

d) d(x) = 3 cos(x) soll um 5 nach unten verschoben werden, dann soll die Periode halbiert wer-
den.

e Bei e(x) = 8sin(4x) soll die Periode halbiert und die Amplitude verdreifacht werden.

f) f(x) = 0,5co0s(0, 2x + 8) : Periode soll auf ein Fiinftel des aktuellen Werts reduziert wer-

den, Amplitude soll sich halbieren.

7.  Hier sind zwei Graphen vorgegeben. Bestimme jeweils eine passende Funktionsgleichung. Es gibt jeweils
mehrere Maglichkeiten.

1

1] N
-n2 0 w2 m 3nr2 2 5mr2 3m 2 i o2

=1

NAAAA

a)

\o [\ \
2 \7 > \r/ 32 \27 512 \7 7R m o2
1
b)
8.  Gegeben ist die Funktion 6(x) = 3sin(x).
a) Gib Periodenlange und Amplitude an.
h) Bestimme die Lage der Nullstellen, Extrema und Wendepunkte innerhalb der ersten Periode.

c) Zeichne den Graphen von 6.
d) Bestimme die Gleichung der Tangente an der Stelle 7.

9.  Gegeben ist die Funktion &(x) = —4 cos(2x).
a) Gib Periodenlange und Amplitude an.
b) Bestimme die Lage der Nullstellen, Extrema und Wendepunkte innerhalb der ersten Periode.
c Zeichne den Graphen von &.
d) Bestimme die Gleichung der Tangente am Hochpunkt.
e Bestimme die Gleichung der Normalen im ersten Wendepunkt der ersten Periode.

Aufgaben im Buch

S. 115 [S. 120

8 |9 |2 [3 ][4 |5

Trigonometrische Funktionen a
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Extremalprobleme

Ein Beispiel

Bauer Bopp will eine rechteckige Weide fiir seine
Schafe umzaunen. Um Zaun zu sparen, will er die
Weide an einem Bach anlegen, der die Weide auf b
einer Seite begrenzt. Bauer Bopp hat 70 Meter
aufgewickelten Maschendrahtzaun zur Verfiigung. Er

mochte die Weide natiirlich so groB wie mdglich w .
bauen. Wie muss er sie bemaRen? e'de a

Die Hauptbedingung =~ g ;‘ —:
— -— N
GroR werden soll ja die Flache. Diese hdngt von a | _,L‘" ac TV

und b ab. Die Funktion, die die GroBe der Flache
beschreibt, muss so lauten:

F(a,b)=a-b

Das war jetzt noch nicht soooo schwer. Aber mit Funktionen, die zwei Variablen haben, kdnnen wir nichts an-
fangen. Wir brauchen...

Die Nebenbedingung
Wir miissen ausnutzen, dass Bauer Bopp nicht beliebig viel Zaun zur Verfiigung hat: Es sind nur 70m. Diese

iibersetzen wir in einen mathematischen Zusammenhang, der ausdriickt, dass die drei Seiten zusammen 70m
lang sein miissen:
a+a+b=2a+b=70

Was hilft uns das? Nun, wir knnen nun b mithilfe von a ausdriicken: b=70-2a

Das wiederum kdnnen wir nun in die Hauptbedingung einsetzen und bekommen so...

Die Zielfunktion: F(a) = a-(70 — 2a) = 70a — 2a°

Dritter Schritt: Berechnen der passenden Extrema

Wir wollen, dass die Flache maximal wird. Ubersetzt in Funktionentheorie heiBt das: Wir brauchen einen Hoch-
punkt! Den berechnen wir wie gewohnt (ich habe hier aus Platzgriinden ein paar Schritte weggelassen).

F'(a)=70-4a F''(a) = -4 Also muss die Weide folgende MaRe

0=70-4a F'"(17,5) = -4 haEen:

. . a=17,5m
4a=70 Also wir haben an der Stelle 17,5 ein | _ 50 o _ 35
a=17,5 Maximum. a muss 17,5m lang sein. Jippil!!
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' Aufgaben
Bitte beachten: Hier gibt es kein allgemeines Wie-geht-das-denn mehr, sondern man muss bei jeder Aufgabe
selbststandig iiberlegen, wie das Problem zu erfassen ist. Das ist teilweise recht schwierig. Aufzugeben ist
jedoch keine Option, dann kann man die Mathematik der Qualifikationsphase und der Abiturpriifung von vornhe-
rein vergessen.

7. Eine Dosenfirma soll im Auftrag der Firma Leckerli zylinderfirmige Do-
sen mit einem Volumen von einem halben Liter herstellen. Die Dosenfir-
ma will natiirlich mdglichst wenig Material verbrauchen. Welche MaRe
sollte die Dose haben, damit der Materialverbrauch am geringsten ist?
Vergleiche dieses Ergebnis mit den im Supermarkt angebotenen Produk-
ten.

2. Der Querschnitt eines Tunnels kann durch den Graphen der Funkti-
on f(x) = 1 x? +12 sehr gut angenahert werden. Nun sol-

len den Tunnel Schwertransporter mit groRen Containern durch-
queren, die extra fiir diesen Tunnel gebaut werden. Die Lange der
Container ist hier nicht wichtig, aber wie hoch und wie breit soll-
ten sie sein, damit man in ihnen maglichst viel unterbringen kann?
Anmerkung: Das Rechteck in der Zeichnung dient nur der Veran-
schaulichung und enthilt keinen Hinweis auf das Ergebnis.

3. Aufgaben im Buch: S. 213-236

4 6 7 15 23 27
33 35 38 40 42 43

Die Hammeraufgabe

4. Fischer Fritz fahrt jeden Tag aufs Meer zum Fischen. Die Fische, die er fangt, kauft ihm immer ein GroR-
héndler ausnahmslos ab. Normalerweise kostet ein Fisch 5€. Bei 100 Fischen zahlt der GroRhéndler je-
doch nur noch 4,90; bei 200 4,80 usw. Pro verkauftem Fisch reduziert sich der Preis pro Fisch also um
einen Zehntel Cent. AuRerdem muss nach 10.000 Fischen das 40-Euro-Netz erneuert werden, diese Kos-
ten werden von Fritz auf den einzelnen Fisch umgelegt. Pro Tag hat Fritz Festkosten von 450€ (Treib-
stoff, Wartung usw.). Nun die Fragen:

a. Welche Menge an verkauftem Fisch pro Tag verspricht den hochsten Gewinn fiir Fritz?
b. Wie groB ist die Gewinnzone? D.h.: Wie viele Fische muss Fritz mindestens fangen und verkaufen,
wie viele hochstens, um Gewinn zu machen?

Extremalprobleme 2
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Funktions- oder Kurvenscharen

Funktions- oder Kurvenscharen

Worum geht es?

Bei der Betrachtung von Funktionsscharen geht es darum, nicht nur eine Funktion zu untersuchen, sondern
quasi auf einmal eine ganze Menge. In den Gleichungen von Funktionsscharen kommt auBer der Variablen auch
noch ein Parameter vor. Der Parameter wird in den Index neben den Funktionsnamen geschrieben. Ein Beispiel
(das ist keine allgiiltige Grundform - die gibt's nicht!!!):

f(x) =5x*> —ax + 3a
a heiRt hierbei Funktions- oder Kurvenparameter.
Man muss unbedingt zwischen der Variable und dem Funktionsparameter unterscheiden. Der Funktionsparame-

ter wird beim Ableiten usw. wie eine Zahl behandelt! Beispiel:

h,(x) = a°x® +/ax? h'""(x) = 60a°x? h''" (x) = 120a°
h',(x) = 5a’x* + 2\/ax h"'" (x) = 120a°x h"'"'" (x)=0
h".(x) = 20a°%® + 24/a

Typische Probleme, uibliches Vorgehen

Bei Funktionsscharen wird z.B. gefragt, fiir welchen Wert von a eine Funktion einen Wendepunkt an einer be-
stimmten Stelle hat, fiir welchen Wert von a es ein oder zwei Wendepunkte gibt usw.

Das Vorgehen ist dabei immer recht dhnlich: Man berechnet die charakteristischen Stellen/Punkte wie gewohnt
und erhélt dann so etwas wie xn = D5a. AnschlieBend muss man den Parameter a gemaR den Vorgaben aus
der Aufgabe berechnen. Wenn also z.B. eine Nullstelle bei 10 liegen soll, setzt man 10 = 5a, alsoa = 2.
Man muss immer beachten, dass bei Teilaufgaben einer Aufgabe jeweils unterschiedliche Funktionen aus der
Schar, um die es geht, gefunden werden sollen. Das a aus Aufgabe 27h) muss also nicht das a aus Aufgabe
27d) sein.
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| Aufgaben
S. 199, A. 1 Wer als erstes errat,
S. 200, A. 2¢ was auf diesem Bild
S. 200, A. 3 zu sehen ist, ge-
S. 200, A. 4 winnt eine Tiite
Erdniisse.

Kurvenscharen
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Worum geht es?

Rekonstruktionsaufgaben

Wie ihr ja schon wisst, lautet die Grundform ganzrationaler Funktionen so:

fix)=ax"+a, X" +...+a,x’ +ax+a,
Bei wenigen Gliedern kann man die Koeffizienten auch so schreiben:

f(x) = ax® + bx® + cx +d

Bei Rekonstruktions- oder Steckbriefaufgaben ist es so, dass man z.B. weiR, dass es um eine ganzrationale
Funktion dritten Grades geht, aber man hat keine Ahnung, welche Werte die Koeffizienten haben. Stattdessen
sind Informationen gegeben, z.B. ,Die Funktion hat einen Tiefpunkt bei (1 |—5)“.

Dieser Ansatz ist euch schon von den Parameteraufgaben und den Funktionsscharen bekannt. Im Grunde sind
Rekonstruktionsaufgaben auch nichts anderes, nur eben unter verscharften Bedingungen, weil iiblicherweise
gar keine Zahlen mehr vorkommen und alle Koeffizienten herausgefunden werden miissen.

Beispiele gibt es an der Tafel und im Buch auf S. 237..

S. 239, A.
S. 239, A.
S. 240, A.
S. 242, A.
S. 242, A.
S. 242, A.

O WN =

S. 244, A. 14
S. 244, A. 16

Hier sehen Sie ein exzellentes Bild des Niedernhausener Hauptbahnhofs.
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