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Vektoren

Vektoren

Unterwegs in New Gusbach

Unterwegs in New Gusbach

a)

b)

c)

d)

Center Street

Center Street

Du wohnst an der Kreuzung 3. Nord und 2. West. Dein veranulesischer Kumpel, der unsere Schriftzei-
chen nicht lesen kann, aber unsere Sprache versteht, ruft dich an und will den Weg zu dir wissen. Er
sagt, dass er vor einer riesigen Statue steht, von der du weiBt, dass sie an der Kreuzung 4. Siid und 3.
Ost steht. Er hat einen Kompass dabei. Beschreibe ihm den Weg zu dir méglichst einfach.
Angenommen, dein Freund wére Superman und er kdnnte direkt zu dir iiber die Hauser fliegen. Wie lan-
ge ware sein Weg? Ein Hauserblock ist quadratisch und hat die Seitenlange 50 m.

Nach zwei Stunden ruft dich dein Kumpel an und sagt, er sei erst zwei StraBen nach Norden gegangen,
dann 5 nach Westen, dann eine nach Siiden, dann sechs nach Norden, dann drei nach Osten und jetzt
weiB er nicht, wo er ist. Der Grund fiir seinen Irrweg: er wollte sich die Stadt ansehen. Wo ist er und
wie kommt er zu dir?

Als er endlich bei dir ist, will er wissen, wie weit er jetzt vom Zentrum der Stadt entfernt ist (Luftlinie).
AuBerdem machte er wissen, wie weit er insgesamt gelaufen ist.

Vektoren — Grundlagen 1

a) Du wohnst an der Kreuzung 3. Nord und 2. West. Dein veranulesischer Kumpel, der unsere Schriftzeichen
nicht lesen kann, aber unsere Sprache versteht, ruft dich an und will den Weg zu dir wissen. Er sagt, dass er
vor einer riesigen Statue steht, von der du weiBt, dass sie an der Kreuzung 4. Siid und 3. Ost steht. Er hat ei-
nen Kompass dabei. Beschreibe ihm den Weg zu dir mdglichst einfach.

b) Angenommen, dein Freund ware Superman und er kdnnte direkt zu dir iiber die Hauser fliegen. Wie lange wire
sein Weg? Ein Hauserblock ist quadratisch und hat die Seitenlange 50 m.

¢) Nach zwei Stunden ruft dich dein Kumpel an und sagt, er sei erst zwei StraBen nach Norden gegangen, dann
5 nach Westen, dann eine nach Siiden, dann sechs nach Norden, dann drei nach Osten und jetzt wei er nicht,
wo er ist. Der Grund fiir seinen Irrweg: er wollte sich die Stadt ansehen. Wo ist er und wie kommt er zu dir?

a) Als er endlich bei dir ist, will er wissen, wie weit er jetzt vom Zentrum der Stadt entfernt ist (Luftlinie). Au-
Berdem mdchte er wissen, wie weit er insgesamt gelaufen ist.

Vektoren — Grundlagen 2
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Ortsvektoren von Punkten

Vektoren - Grundlagen Jeder Punkt wird ja grundsétzlich so geschrieben: P(x | y). Doch jeder Punkt hat einen Ortsvektor, das ist der Vektor
vom Koordinatenursprung zu dem Punkt: f) =0P = [Xj Fiir Punkte im Raum gilt das gleiche.

Definitionen y

Wissenschaftlich: Ein Vektor ist ein Element eines Vektorraumes.

Vorléufig fiir die Schule: Ein Vektor ist eine Klasse von Pfeilen, die in Richtung und Lénge iibereinstimmen. Linge/Betrag

Einfach zum Merken: Ein Vektor ist eine Verschiebung, eine Wegbeschreibung. - . L . )
M bezeichnet die Lénge (bzw. den Betrag) eines Vektors. Man berechnet ihn folgendermaBen:

N

Erklarung der Schuldefinition v

1
51 0 - \Y - - -
P Wenn man von Punkt P zum Punkt Q gehen méchte, n;uss man 2 nach v ={ 1j3 M _ m v=lv, |= = m
4 links und 4 nach unten gehen, abgekiirzt mit PQ = ( 4J . V2 A
Den Weg dorthin kann man als Pfeil darstellen. Hinweis: Wenn zwei Punkte P und Q gegeben sind, so ist der Abstand der beiden Punkte der Betrag genau ‘ﬁ‘ .
Offensichtlich muss man von R nach S ebenfalls 2 nach links und 4 nach Aufgaben
J . — (-2
Q unten gehen, also gilt auch RS = [_ j 7.  Bestimme jeweils den Vektor Pa.
2 2 3 a7 Die beiden Pfeile sind nicht dieselben, denn sie liegen ja an unterschiedli- a) POH |32)5 b) PO(C;|02%) c) PO(3 |3_%) d PO(E; 1 |‘I5)
chen Orten, aber sie haben dieselbe Richtung und dieselbe Lénge, also (-3[5) (20[0) (=3[3) (©]-1
— —— (=2
-21 reprasentieren sie denselben Vektor PQ =RS = [ j 2. Das Viereck ABCD soll ein Parallelogramm werden. Bekannt sind:
B — 1 — (b
A(-2|-1) AD = [3} AB = [OJ Finde die Koordinaten der Punkte B, C, D heraus.
Schreibweisen
Vektoren in der Ebene (2D) Vektoren im Raum (3D) 3. Berechne ile Lange der folgenden Vegtoren und zeichne sie in ein K;ordlnatensystem: o
Wie oben schon desehen. haben Vektoren in einer zweidimen- Sie funktionieren grundsatzlich wie die Vektoren in der a) a =[ 3 ] b) b= [5] c)c= [ 4] d d= [1 j
. g ) . . Ebene, aber das Koordinatensystem sieht hier anders -
sionalen (also flachen”) Umgebung eine recht einfache aus, man beachte vor allem die unvertraute Achsenbe-
Struktur. Oben schreibt man die Verschiebung in x-Richtung, ' bedi hnell | d die Skali 4 . . L . . . .
unten die Verschiebung in y-Richtung hin nennung (unbedingt schnell lernen) und die Skalierung . Zeichne die folgenden Punkte in ein dreidimensionales Koordinatensystem:
: der x-Achse (halber Abstand). a)A(0]1]2) b) B (2|3|0) c) C (4|0|3) d) D (5|2]4)
Beispiele: . . . . . . . L . .
3 A Ein Vektor 3 nach 5. Zeichne eine Pyramide mit quadratischer Grundfliche, die auf der xy-Ebene liegt, in ein rdumliches Koordinaten-
3 rechts, 4hinunter:[ j T \{nrne, 2 nach system. Die Seitenldnge der Grundflache soll 4 betragen, die Hdhe 3. Die Spitze liegt iiber dem Punkt
- Y links und 5 nach (2]2]0). Gib alle Eckpunkte und die Vektoren von den Bodenecken zur Spitze an.
) N ) 0 D oben hieRe also:
keine seitliche Verschiebung, 7 nach oben: (J AIEIEIR A IEIEIE R y 6.  Wie weit sind jeweils die beiden Punkte voneinander entfernt?
5 LT 3 a) K (00]0) b) R (1]2]4) )V (7]-7]0)
5Iinks,10hoch[1o] X1t -2 L1111 S (0|-1]|-8) W (0]-2]10)
at 5

7. Das Dorf Hinterstadl liegt in einem Tal in den Alpen, auf etwa 700m Mee-
reshdhe. Zur Belustigung der Touristen mdochte man einen Skilift auf den
nahe gelegenen Berg Sonnenkogl errichten. Der Gipfel des Berges liegt auf
1900m Meereshdhe und liegt 2km siidlich und 0,6km dstlich von der ge-
planten Talstation. Nun mdchte der Biirgermeister schnell wissen, wie viel
Drahtseil fiir den Lift mindestens bendtigt wird.

Vektoren — Grundlagen 1 Vektoren — Grundlagen 2
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Rechnen mit Vektoren
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Linearkombinationen

Vorah: Die Rechenregeln hier werden nur fiir dreidimensionale Vektoren dargestellt. Sie gelten aber dquivalent auch fiir
zweidimensionale Vektoren. Die Regeln sind nicht so trivial wie es scheinen mag.

Grundlegende Regeln

Addition und Subtraktion

Definitionen:
a, b, a, +b, a, b, a,—b,
at+b= a, |[+|b, [=]|a,+b, a-b= a, |—|b,|=|a,-b,
a, b, a, +b, a, b, a, —b,

Es gelten (Satze):
Das Kommutativgesetz: a +b = b + a Das Assoziativgesetz: (a + b) +c=a+ (b + c)
Multiplikation mit einer reellen Zahl

Vektoren kann man mit einer reellen Zahl multiplizieren, allerdings (noch) nicht untereinander - dafiir gibt es spezielle
Regeln, die spater eingefiihrt werden.

Definition: r-(5+5)=r~5+r~5
R 8, S84 Es gelten folgende f+s)-a=r-a+s-a
s-a=s-|la, |=|s-a, Gesetze (Satze): - -
a, s-a, (r-s)~a=r~(s-a)
s,re R Ein Beweis steht auf Seite 55.

Spezielle Vektoren

Definition Linearkombination:
Eine Linearkombination ist eine Summe aus n Vektoren, die jeweils mit einer reellen Zahl multipliziert werden:

n
MV DV, F 0 VeV =Y,
i=1

(Der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen ist eine abgekiirzte Schreibweise der linken Seite.)

Komplanare Vektoren Lineare (Un-)Abhéngigkeit
Definition: Definition:

Wenn drei Raumvektoren auf einer
Ebene liegen, nennt man sie kom-
planar.

n Vektoren \71, \72, \73, ;/n heiBen /inear abhéngig, wenn man
mindestens einen der Vektoren als Linearkombination der anderen darstel-
len kann. Sonst heiBen sie linear unabhéngig.

Satz:

Die drei Vektoren u, v und w
(diirfen keine Nullvektoren sein) sind
genau dann komplanar, wenn es
drei reelle Zahlen r, s und t gibt, _ . . I,
von denen mindestens zwei ungleich LoV +h Vy +0 vy .41 -V, =0
0 sind, so dass gilt:

Satz:
n Vektoren vi, V2, Vs, ..., Vn sind genau dann /inear unabhéngig,
wenn die Gleichung

nur die triviale Losung r, =r, =r; =...=r =0 hat.

r-u+s-v+t-w=0. Die Vektoren sind genau dann /inear abhéngig, wenn es eine weitere Lo-

sung gibt.

Skalarprodukt und Winkel

Nullvektor: Gegenvektor:

0 Jeder Vektor v hat einen Gegenvektor, der die gleiche Lange hat, aber in die entgegen-
gesetzte Richtung zeigt.
Dieser Vektor ist —v .

Es gilt natiirlich: v+ (—\7) =v-v= 6

0=|0
0

Ein Einheitsvektor hat den Betrag/die Lange 1.

Kollineare Vektoren

Erlauterung:
Definition: Das trifft immer auf zwei Vektoren zu, die in die glei-
Zwei Vektoren v und w , fiir die gilt: v =r - w, che oder entgegengesetzte Richtung zeigen, aber un-
heiRen kollinear. r € R. terschiedlich lang sein kénnen.

Rechnen mit Vektoren 1

Definition des Skalarproduktes: Leichte Berechnung des Skalarproduktes:
Wenn v und w zwei Vektoren sind und o der Win-
kel, unter dem sie sich schneiden, dann ist das Skalar- | [V Wi
produkt wie folgt definiert: VW=V, [ | W, [SV oW, +V, - W, +V, W,
o A w,
VW = |V ~‘w‘-cosoc
Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren:
Es gilt zunédchst
(folgt aus Definition): Mit Hilfe der arccos-Funktion (TR: cos™) kann man nun o
o !elcht den Wlpkel ausrechnen. Man bgachte, dass man o _ arccos VW
VW immer den Winkel berechnet, der zwischen den beiden Vi ‘W‘
= ‘a‘ =cosa Pfeilspitzen liegt.
V|- |wi
Weiteres hierzu (Rechenregeln, Beweise etc.)
ab Seite 126.
Rechnen mit Vektoren 2
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. . i Aufgaben
Lineare Gleichungssysteme (LGS)
Definition: Seiten 47-50 Zu erledigen bis Zu erledigen bis
Ein lineares Gleichungssystem ist eine Menge von mindestens zwei Gleichungen, in denen Variablen maximal in erster 1 6
P(J"tenz vorkomrpen. Normalerweise kommen in allen Gleichungen eines Systems die gleichen Variablen vor, ansonsten Grundlagen 2 acdg Vertiefung 7 ij
ware es recht sinnlos.
5 de 12
Lineare Gleichungssysteme sind ein unverzichtbares Werkzeug, wenn es darum geht, Vektoren auf ihre Beziehungen
zueinander zu untersuchen.
oL Seiten 17-25 Zu erledigen bis | Seiten 26-31 | Zu erledigen bis
Wollen wir z.B. drei Vektoren u, v, w auf ihre lineare Abhangigkeit untersuchen, miissen wir ja priifen, wie die 1 be 6
Gleichung r - U+s-v+t-w=0 lishar ist - ob es nur die triviale Losung r =s =t = O gibt (> lineare Unab-
hangigkeit) oder ob es auch andere Lsungen gibt (= lineare Abhéngigkeit). 3a 10
D
N E |5
Ein Beispiel 2
2 7
3 1 1 2 ade
Die Vektoren u=| 2 , v=|0 , w =] 1/ sollen auf lineare Abhéngigkeit gepriift werden. 'é 8c
D
-1 1 -1 ] 15
Es ist also zu priifen, wie die Gleichung r - U+s-v+t-w=0 lishar ist. Im Folgenden wird diese Gleichung auf- = 17
gestellt und umgeformt.
5 i Seiten 52-60 Zu erledigen bis Zu erledigen bis
3 1 1 0 Um es Io;en, versucht man, Var@blen W | Eine kiirzere Schreibweise 9 9
r-l 2l+s-|0|+t-] 1|=]0 eliminieren, .|ndem man ganze Glel_chungen fiir die Lésung des LGS: Lin.-Komb. 1 _ 8 adfh
1 1 1 0 oder deren Vielfache zu anderen addiert oder 2 lin. Abh. 9 adf
von anderen subtrahiert. Dabei muss in jedem r s t a
3r 1s 1t 0] Schritt eine Gleichung unangetastet bleiben. 3 1 1 ) kollinear & 3 o 14
2r|+|0s|+| 1t|=|0 komplanar omplexe
V.=l+ll.  2r+2s40=0 2 0 10 P 5¢ Aufgaben 27
- 1s -1t 0] -1 1 -1 0 6a 29
3r s ¢ 0 I\III="+”| r+S+Ot:8 ? ? 8 8
. -T+s—t=
2r{+|0|+| t|=]|0 -1 1 -1 0
- S -t 0 V.=IV.-2-V. 0=0 0 0 0 0 Zu erledigen bis Zu erledigen bis
3r+s+t 0 V. r+s+0=0 1 1 0 0 3a 5
— _ -1 1 -1 0 Winkel S. 133f
2r+0+t|=|0 Ml -r+s—-1t=0 Skalar- 5 8b
—-r+s—t 0 - rodukt
Da sich aus V. ergibt, dass nur r = —s gelten So k.ann man einiges - an P 8 Orth. . 125 9
. - muss, kann man s frei wéhlen und auf dieser Schreibarbeit Sparen. Es Ist S.128-129 | 10 - . 10
Statt der letzten Zeile kann man drei Gleichun- . aber stets freigestellt, wie .
. o Basis r berechnen. !
gen aufstellen und sie der Orientierung halber man es macht. 11b
mit romischen Zahlen kennzeichnen: Unter Benutzung von Gleichung IIl. ist es dann .
auch leicht mdglich, t zu berechnen. “? der Zu.kunft werden W'_r
L 3r+s+t=0 die Theorie der LGS beglei-
. 2r+0+t=0 Dasllst UNSEr | Damit ist das LGS nicht-trivial geldst, also sind te"_d zum .r:.stllchen Stoff
I —r+s—t=0 Las! die Vektoren linear abhangig. weter vertiefen.

Rechnen mit Vektoren 3 Rechnen mit Vektoren a
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Geraden
Erinnerung: Ortsvektoren
P
Zu jedem Punkt Pp, | p, | Ps) gibt es einen Ortsvektor P=|pP, |
Ps

der vom Koordinatenursprung auf den Punkt zeigt.
Ortsvektoren sind die einzigen Vektoren, die drtlich gebunden sind!

Die Parametergleichung einer Geraden

Man kann Geraden mithilfe von Vektoren darstellen.

= Dazu bendtigt man zuerst einen Stiitzvektor v, der der Ortsvektor irgendeines Punktes auf der Geraden ist.
Dieser Punkt heiRt Stiitzpunkt.
= AuRerdem braucht man einen Richtungsvektor w , der definiert, in welche Richtung die Gerade verlduft.

Eine Parametergleichung einer Geraden hat die Form g: X=VHr-w mitre R

Sie bedeutet, dass der Ortsvektor X eines jeden Punktes X auf der Geraden als eine Linearkombination aus dem Stiitz-

vektor v und einem Vielfachen des Richtungsvektors w auszudriicken sein muss. r nennt man Geradenparameter
(deswegen auch die Bezeichnung Parametergleichung).

Vorsicht: Da sowohl bei derselben Gerade fiir den Stiitzvektor als auch fiir den Richtungsvektor unendlich viele Vekto-
ren infrage kommen, sind fiir eine Gerade auch unendlich viele Geradengleichungen denkbar.

Geraden durch zwei Punkte

Q2 Mathematik LK

Martin-Niemdller-Schule Stefan Krissel

Gerade und Gerade

Zwei Geraden

gixX=v+r-w

und h:ix=a+s-b

kdnnen zueinander vier verschiedene Lagebeziehungen haben, fiir die bestimmte Bedingungen erfiillt sein miissen:

Sind die Richtungsvektoren von g und h kollinear?

Liegt der Stiitzpunkt
von g auf h?

g und h sind identisch.

g und h sind parallel.

Ist die Gleichung g=h eindeutig losbar?

g und h schneiden sich g und h liegen wind-
in einem Punkt. schief zueinander.

{ Aufgaben

Seiten 72-75

Zu erledigen bis

Hinweise o.a.

Wenn man zwei Punkte P und Q hat und gerne eine Gerade durch diese beiden Punkte aufstellen mdchte, benutzt man
einfach p oder q als Stiitzvektor der Geraden und entweder PQ oder QP (oder Vielfache davon) als Richtungsvek-
tor. Es gibt also mehrere Maglichkeiten, die Geradengleichung aufzustellen, hier zwei passende:

gix=p+r-PG=p+r(q-p) gix=a+r-QP=q+r(p-a)

Untersuchung von Lagebeziehungen

Punkt und Gerade
Ein Punkt P kann entweder auf einer Geraden liegen oder auch nicht. Man priift das durch folgende Gleichung nach:

5=\7+r-v—v Diese formt man noch so um: 5—\7=r‘w
Es ergibt sich ein kleines LGS, das entweder eine oder keine Ldsung hat (es gibt darin nur eine Variable, namlich r).
Bei einer Losung liegt P auf g.  Bei keiner Losung liegt P nicht auf g.

Geraden 1

Parameter- 1 Lagebeschreibung: Verlauf durch Quadranten etc.
gleichung 2 Beschreiben ist Pflicht, Zeichnen optional.
3 bdh Ja, M ist genau in der Mitte von CBFG
_ 4c ° @ @ ® °
Zngpunkt- 5 Da muss man sehr genau lesen und zeichnen.
gleichung
7 Geschickt addieren und dergleichen.
9 Zum SpaR auch mal zwei oder drei Geradengleichungen
13 bd Palim palim.
) 14 a Parameter jey.
Diverses
17 Ursprungsgerade = Gerade durch Ursprung.
18 Nullen zuerst!

Seiten 77-84

Zu erledigen bis

Hinweise 0.4.

1 Beispiel lesen!
Nicht die 6en, 3en und Oen durcheinander bringen!
Lagg- Das soll fiir alle Zeiten eine Lehre sein!
beziehungen
21 Im Notfall systematisch ausprobieren.
27 Jupheidi.
Geraden 2
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Ebenen
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Die Normalen- und Koordinatengleichungen

Ebenen im hier gebrauchten Sinne sind unendliche zweidimensionale Gebilde, die im Raum herumschweben.

Es gibt drei gebrauchliche Ebenenformen: Parameterform, Koordinatenform und Normalenform, wobei die letzten
beiden mathematisch eigentlich gleich sind.

Die Parametergleichung

Definition Normalenvektor
Ein Normalenvektor einer Ebene ist ein Vektor, der senkrecht auf einer Ebene steht.

Berechnung eines Normalenvektors

Maglichkeit 1: Uber ein LGS Maglichkeit 2: Uber das Vektorprodukt

Sie sieht fast aus wie eine Geradengleichung, nur kommt ein weiterer Richtungsvektor hinzu, da eine Ebene ja ein zwei-
dimensionales Gebilde ist, nicht ein eindimensionales wie eine Gerade.

Rohform Beispiel
3 5 1
E:x=U+r-v+s-w E:x=|2|+r-| O|+s-|-4
1 -1 0

Die beiden Richtungsvektoren diirfen natiirlich nicht kollinear sein, da wir sonst eine Gerade hatten.

Ebenen durch drei Punkte

Auch hier funktioniert es genau wie bei Geraden. Wenn eine Ebene durch die drei Punkte N, P und Q verlaufen soll, so
lautet eine korrekte Ebenengleichung:

X=n+rNP+s-NG=n+r-(p-n)+s-(a-n)

Selbstverstandlich ist es egal, welcher Punkt als Stiitzpunkt gewahlt.

Ebenen

n

Da ein Normalenvektor | n, | senkrecht auf Wenn a und b die Richtungsvektoren einer Ebene E sind, so ist
n das Ergebnis des Vektorprodukts a x bein zu a und b orthogona-

3
. . . ) ler Vektor und taugt damit als Normalenvektor fiir E.
den beiden Richtungsvektoren einer Ebene liegen g

muss, muss das Skalarprodukt des Normalen-
vektors mit beiden Richtungsvektoren Null erge-
ben. Somit erhalt man ein LGS wie beispielswei-

Definition des Vektorprodukts (auch Kreuzprodukt genannt):

se a, b1 azb3 - asbz
2n,+3n,-n, =0 a, |X| b, | =|ab, —ab,
n,—4n,+3n, =0 a3 by ap, —ab,

Eine beliebige Losung dieses LGS taugt als Nor-
malenvektor.

Definition Einheitsvektor
Als Einheitsvektor bezeichnet man einen Vektor der Lange (=des Betrages) 1.

Hinweis
Jeder Vektor v Isst sich schnell zu einem in die gleiche Richtung zeigenden Einheitsvektor v—0 umformen, indem man
jede seiner Komponenten durch die Lange des Vektors teilt.

Beispiel:
6 (8 6/7
v=|-2| |M=V6+27+3 =36 +4+9 =149 =7 \Toz7 —2|=[-2/7
3 3 3/7

Definition Normaleneinheitsvektor
Ein Normaleneinheitsvektor ist ein Normalenvektor mit dem Betrag 1.

Ebenen
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Die Normalengleichung einer Ebene
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Die Koordinatenform
Sie entsteht, wenn man die vereinfachte Normalenform vollstandig ausmultipliziert:

Stefan Krissel

Rohform Beispiel 4 ~
Daher... Ex] 1 |'x=34
3 4 20
E:(x-a)-n=0 E:[x—|2]|-| 1|=0
E:4x+y+20z=34
1 20
Rohform Beispiel
E:ax+by+cz=d |E:4x+y+202=34
Erlauterung

x ist der Ortsvektor eines beliebigen Punktes auf der Ebene

Sl

ist ein Stiitzvektor der Ebene, also der Ortsvektor eines Punktes auf der Ebene
ist ein Normalenvektor, also ein Vektor, der senkrecht auf der Ebene steht

Warum so viele Ebenenformen?

Jede Ebenenform hat ihre Vor- und Nachteile. Die Parameterform lasst sich leicht aufstellen, mit ihr zu rechnen ist aller-
dings aufwandig. Besonders die Koordinatenform ist bei allen Arten von Lageuntersuchungen auRerst einfach zu hand-

Die oben angegebene Normalengleichung bezeichnet die gleiche Ebene wie die Parametergleichung zuvor. haben, auRerdem kann man an ihr sehr gut ablesen, wie eine Ebene im Raum liegt.

Die Hesse'sche Normalenform . .
Einfache Ebeneneigenschaften

Sie sieht genauso aus wie die eben eingefiihrte Normalenform, mit einem Unterschied: Sta
beliebiger Lange wird ein Normaleneinheitsvektor benutzt!
Man braucht diese Form fiir manche Abstandsberechnungen.

tt eines Normalenvektors mit

Rohform Beispiel
3 4
E:(x-a)-ng =0 E:|x—|2 % 1]=0
1 417 20

Die vereinfachte Normalenform

Bei dieser Normalenform wird die eckige Klammer der Normalenform schon
teils aufgeldst, wie man in der Rechnung rechts sieht.

Das fiihrt zu...

E:x
Rohform Beispiel
L 4 - E:
E:n,-x=a-n, E:|] 1 |-x=34
20
E:{
3
Ebenen

m

x

|
_‘A—‘NO\)
Ne———
7~ N\
S - -

1]

o

4 4\ (3
1 -x=| 112
20 20) (1
4

1|-x=34
20

Achsenabschnitte

Man kann die Schnittpunkte mit den drei Achsen (die so genannten Achsenabschnitte) sehr leicht bestimmen, wenn

man die Koordinatengleichung benutzt

Schnittpunkt mit der x-Achse
s, [9 10| o)
a

Spurgeraden

Eine Spurgerade ist die Schnittgerade einer Ebene mit einer der Koordinatenebenen.

Spezielle Lagen/Ebenen
a,b,ce R\O

E:ax+by+cz=d

Schnittpunkt mit der y-Achse

d
5 (01210

Schnittpunkt mit der z-Achse

SZ(O|0|9)
C

Ebenen

E:by+cz=d parallel zur x-Achse
E:ax+cz=d parallel zur y-Achse
E:ax+by=d parallel zur z-Achse
E:cz=d parallel zur x-y-Ebene
E:by=d parallel zur x-z-Ebene
E:ax=d parallel zur y-z-Ebene
E:cz=0 x-y-Ebene
E:by=0 x-z-Ebene
E:ax=0 y-z-Ebene
a4
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Umrechnung Koordinaten-/Normalenform in Parameterform

Diese Umrechnung ist sehr leicht: Man findet mithilfe der Koordinaten-/Normalenform drei Punkte, die auf der Ebene
liegen und bastelt aus diesen drei Punkten die Parameterform. Besonders einfach geht das mit den Achsenabschnitten!

Lagebeziehungen

Punkt — Ebene

Ein Punkt kann ja entweder auf der Ebene liegen oder nicht. Die einfachste ist, die Koordinaten des Punktes in die Ko-
ordinatengleichung einzusetzen.

-> Ergibt sich eine wahre Aussage wie 0=0; —1 =-1 oder 5=5, so liegt der Punkt auf der Ebene.
> Ergibt sich ein Widerspruch wie O=7; —1 =9 oder 5 =-2, so liegt der Punkt nicht auf der Ebene.

Gerade — Ebene

Es gibt mehrere Maglichkeiten, wie man die gegenseitige Lage einer Ebene und einer Gerade untersuchen kann. Hier ist
die einfachste und schnellste vorgestellt.

Q2 Mathematik LK

Ebene - Ebene

Martin-Niemdller-Schule

Stefan Krissel

Machte man die Lagebeziehung der Ebenen E und F untersuchen, sollte grundsatzlich mindestens eine der Ebenen in
Koordinatenform vorliegen.

Erster Fall: E in Koordinatenform, F in Parameterform

E:2x+y—-22=6

Beschreibung

0 3 1
Fix=|2|+r|0]|+s|1
1 1 0

Beispiel/Erklarung

1.

Man setzt die Zeilen von F in die Glei-
chung von E ein und vereinfacht die
Gleichung.

20+3r+s)+(2+0r+s)—21+r+0s)=6
6r+2s+2+s—-2-2r=6
4r+3s =6

Beschreibung Beispiel[Erklarung
1. Die Ebene sollte in Koordinatenform vor- = 0 3
liegen. Gegebenenfalls rechnet man sie | E: 2x+y —2z=6 g:x=|2|+r|0
um. 1 1

2. Man setzt die Zeilen der Gerade in die

Koordinatengleichung ein. 20+3r)+(2+0r)-2(1+r) =6

Man deutet das Ergebnis.

-> Ergibt sich eine wahre Aussage wie
9=9 oder -4=-4 oder 0=0,
so sind E und F identisch, also dieselbe Ebene.

-> Ergibt sich ein Widerspruch wie
0=3 oder -4=8 oder 7=1,
so liegen die beiden Ebenen parallel zueinander.

-> Ergibt sich eine Gleichung wie oben, so schneiden sich die
beiden Ebenen in einer Schnittgerade.
-> Bei Schritt 3 weitermachen.

6r+2-2-2r=6
4r=6
r=15

3. Man vereinfacht die Gleichung.

-> Ergibt sich ein Wert fiir r (so wie oben), so schneidet die Ge-
rade g die Ebene E.
Der Schnittpunkt ist leicht zu berechnen: Man muss nur das
r in die Geradengleichung einsetzen, dann erhalt man den
Ortsvektor des Schnittpunkts.

4. Man deutet das Ergebnis. -> Ergibt sich eine wahre Aussage wie
9=9 oder -4=-4 oder 0=0,
so liegt die Gerade g ganz in der Ebene E.

-> Ergibt sich ein Widerspruch wie
0=3 oder -4=8 oder 7=1,
so liegt die Gerade g parallel zur Ebene E.

Ebenen

Achtung: Hier nur weitermachen, wenn
beim vorigen Schritt die letzte Maglich-
keit aufgetreten ist!!!

Man lést die Gleichung nach r oder s
auf.

Hier wird nach r aufgeldst:

4r+3s=6
4r=-3s+6
r=-0,75s+1,5

0] 3 1
4. Man ersetzt in der Gleichung“von Fdas | .5 |94 (0,755 +1.5)| O [+s| 1
r durch den Term, der s enthlt.
1 1 0
0+4,5 -2,25+1 4,5 -1,25
5. N!Ian verginfa[fht die GIeichung und er- e ‘x=| 240 l+s 0+1 -| 2 |+s 1
hélt damit Gleichung der Schnittgerade.
1+1,5 -0,75+0 2,5 -0,75

Ebenen
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Zweiter Fall: E und F in Koordinatenform
Hier ist ein Verfahren beschrieben, wie man die Lagebeziehung zweier Ebenen in Koordinatenform feststellen kann.

Sind die Gleichungen von E und F Vielfache voneinander (oder gleich)?

Sind wenigstens die ,linken Seiten” der
E und F sind identisch. Gleichungen Vielfache voneinander, also sind
die Normalenvektoren gleich oder kollinear?

E und F sind parallel.

E und F schneiden sich in einer Gerade.

Um im letztgenannten Fall die Schnittgerade zu berechnen, geht man folgendermaRen vor:

Seien die Ebenen: E:2x+y-2z2=6 F:x+15y+z=4
2x+y—-2z=6
Man bildet ein LGS und eliminiert eine Variable: x + 1,5y + z =4
-2y —-4z=-2 |-2-ll
.y . . ) . . -2y -4z=-2
Die sich ergebende Gleichung ldst man nach einer Variablen auf (nach welcher, ist egal, 27 21
hier wird nach y aufgeldst): yt+ez=
y=1-2z

Nun setzt man véllig willkiirlich eine der Variablen mit dem Geradenparameter r gleich. Hier: z=r

y=1-2r I .
X ergibt sich, wenn man die
Die iibrigen Variablen berechnet man in Abhangigkeit von r: Werte fiir z und v in eine der
x=25+2r Ebenengleichungen einsetzt.
2,5 2
Daraus ergibt sich fiir die Schnittgerade: g : x=| 1 |+r| -2
0 1
7

Ebenen
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Schnittwinkel

Gerade — Gerade Gerade — Ebene Ebene - Ebene
v-w nv n,-n,

0L = arccos ———- o = arcsin 0, = arccos ———
Mw o e

5 und w sind die Rich K = n ist der Normalenvektor der Ebene, | — 4 7 sind die N ek
v und w sind die Richtungsvekto- | _ < der Richtungsvektor der Gerade. n, und n, sind die Normalenvek-

ren der beiden Geraden. toren der beiden Ebenen.

Orthogonale Objekte
Bei zueinander orthogonalen Objekten miissen die Zahler der oben vorkommenden Briiche Null sein, was gegebenenfalls
die Rechnung doch sehr erleichtert.

Aufgaben
Zu erledigen bis Zu erledigen bis
Parameterform ; € Spurpunkte ;
S.95-96 4 S. 88-91 5
3 Spurgeraden 26
Umrechnungen 5 Sp1 193_1 15 33
S.152-154 6 ' 34
7 83 18
Lage Punkt-Ebene | 1 91 6
S.103 2 8
105- [ 11 19
E“‘ge o |10 [6 : |0 [21
EE;::’ 158- | 2 5 [117 |37
161 |11 £ |19 |45
1M |23 % [137 |9
Lage 8 5 139 |4
%)
Ebene- | 160- ?0 _g 140 g
Ebene | 162 16 g 144 2
17 < 146 9
2
Winkel 3
S.180-184 11 ade
13
38

Ebenen




Ebenenwirrwarr

Eine kleine Beleuchtung der Zusammenhange

~Rechte Seite” der KF ist Skalarprodukt aus Stiitz- und
Normalenvektor der NF

(Bedingung: Komponenten des Normalenvektors wurden
direkt als Koeffizienten fiir die KF iibernommen.)

Koordinatenform

2x+3y—4z=-12

T

|

Koeffizienten der Koordinatengleichung
diirfen Komponenten des
Normalenvektors sein.

(1] [ 2) <
- Richtungsvektoren der PF miissen orthogonal
— | x—=21|-| 3|=0 zum Normalenvektor aus der NF stehen
(Skalarprodukt=0). .
b —4 Normalenvektor der NF ist Vektorprodukt der Stut.zvektnoren der NF und der
» i . . PF sind Losungen der
Richtungsvektoren der PF (oder kollinear zu dem : .
I Vektorprodukt). Koordinatengleichung.

1 2
x—| 2 L 3|=0 Hesse'sche Normalenform
b 29 -4

/29=Betrag des Normalenvektors

Stiitzvektoren bei Normalenform und Parameterform diirfen gleich sein.

v
1
X=|2 |[+T
h
p t
arameterform Richtungsvektoren diirfen
nicht kollinear sein.

N
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Abstandsberechnungen

Mit Normalenvektoren lassen sich exzellent Abstandsherechnungen durchfiihren. Sie sind hier — wie auch im Buch -
nach Schwierigkeit geordnet, deshalb kommen Ebenen auch recht friih.

Begriffsklarungen: Lotgerade, Lot, LotfuBpunkt
= Eine Gerade, die eine Ebene senkrecht schneidet (Schnittwinkel 90°) heiBt Lotgerade oder einfach Lot.
= Von einem vorgegebenen Punkt A auRerhalb der Ebene E kann man das Lot auf E fallen, indem man die Lotge-
rade durch A berechnet.
= Der Schnittpunkt der Lotgeraden auf E heiRt LotfuBpunkt.

Der Abstand Punkt — Punkt
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Berechnung mit der Hesse’schen Normalenform/Koordinatenform
Das geht etwas schneller.

Der ist nur der Vollstandigkeit halber hier angegeben. Wenn die Punkte P und Q heiBen, muss man natiirlich nur den
Betrag des Vektors PQ berechnen.

Der Abstand Punkt — Ebene

Berechnung mit dem LotfuBpunktverfahren

1. Punkt und Ebene sind gege- | E: 4X—2 =45
ben P(3|-211) L

2. Man konstruiert eine Gerade
g, die senkrecht zu E durch 3 4 ‘
P verlduft. Der Richtungs-

. . g: x=|-2|+r| O
vektor dieser Gerade ist log-

fischerweise der Normalen- 1 -1
vektor der Ebene.
4.(3+4r)—(1-r)=45 3 4 11
3. Man berechnet den Schnitt- 17r =34 = OL=|-2|+2 0|=]|-2
punkt L (den so genannten r=2 1 -1 -1
LotfuBpunkt) von g und E.
L(11]=-2]-1)

4. Zuletzt braucht man noch den

Abstand von P zu L, das ist d= ‘ﬁ‘ _ \/(1 1232 +(=2+ 27 +(-1—17? =/68 = 8,2462
auch der Abstand d von P

zur Ebene E.

Abstande 1

Normalenform
Koordinatenform o 10 4
E:ax+by+cz=k E:4x-z=45 E:(x—a)'n:O E:{x—-| 8]||-|] 0|=0
-5 -1
Hesse'sche Normalenform
Hesse'sche Koordinatenform 10V] 4
+by+cz-k 4x —z—-45 - - — -
R e P e = P Y| B P
[a2 + b2 + 2 17 5 V17 1
. e
Man erinnere sich: ny = — -n
n

Mit den beiden Hesse'schen Formen ist der Abstand d sehr schnell ermittelt (P bleibt bei (3| -2 1)). Man muss nur
die Koordinaten des Punktes P, bzw. dessen Ortsvektor einsetzen.

dz‘apx+bpv+cpz—k=\4-3—1—45\z8’2462
‘ Ja? + b2+ ¢c? 17|
3 10 : 4 : -7 4
d=|(p-a)-n|=(|-2|-| 8||-——=| O|=|—=":|-10|-| O ~8,2462
(p-2)-ns AR VA

Halbrdume (- S. 149)

Lasst man bei der Abstandsherechnung die Betragsstriche weg, erhélt man manchmal auch negative Werte fiir d.

Damit kann man feststellen, ob sich zwei Punkte auf derselben Seite von E befinden. Das ist der Fall, wenn d fiir beide
Punkte das gleiche Vorzeichen hat. Man sagt dann, die beiden Punkte befinden sich im gleichen Halbraum.

Der Abstand paralleler Ebenen

Natiirlich ergibt nur bei parallelen Ebenen der Begriff Abstand iiberhaupt einen Sinn — welchen Abstand sollten Ebenen
haben, die sich schneiden? Bei parallelen Ebenen ist der Abstand natiirlich immer gleich.

Das Verfahren ist sehr einfach, wenn man die vorigen kapiert hat:

Man sucht sich irgendeinen Punkt auf der einen Ebene und berechnet dann dessen Abstand zur anderen Ebene, wie oben
beschrieben. Das war's. © Siehe dazu auch Seite 152.

Der Abstand Gerade — Ebene (auch parallel)

Das ist nun auch keine Kunst mehr: Einfach einen Punkt auf der Gerade benutzen, z.B. den Stiitzpunkt und dann den
Abstand dieses Punktes von der Ebene berechnen.

Abstande 2
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Der Abstand Punkt — Gerade

Das ist jetzt etwas frickelig. Wir interessieren uns natiirlich nur fiir den geringsten Abstand zwischen einem Punkt P
und der Geraden g. Dabei unterscheiden wir zwischen dem zwei- und dem dreidimensionalen Fall:

Zweidimensional — LotfuBpunktverfahren

Zunéchst bendtigt man einen Normale zu g - das ist eine Gerade, die

senkrecht zu g verlauft. Diese Normale soll durch P verlaufen, weshalb

wir P als Stiitzpunkt benutzen. g
L ist der Schnittpunkt von nund g d

Der Abstand von P und L ist gleichzeitig der Abstand von P zu g.

Zweidimensional — Hesse’sche Normalenform L

Man kann mithilfe eines zu g senkrechten Vektors eine Art Hesse'sche
Normalenform der Gerade bilden - der Stiitzvektor der Parameterglei-
chung kann natiirlich recycelt werden.

Beispiel:

(3 - o

Um den Abstand von P zu g zu errechnen, setzt man, wie bei Ebenen den Ortsvektor von P in die Hesse'sche
Normalenform ein und erhalt den gesuchten Abstand.
Siehe Seite 153.
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Der Abstand zweier windschiefer Geraden

Voriiberlegungen

IX=p+r-m h:x=q+s-m,

Die beiden Geraden haben folgende Gleichungen: g g

Man kann leicht zwei parallele Ebenen (in Parameterform) konstruieren, indem man jeweils die Stiitzvektoren der

_ o _ Gix=p+r-m, +s-m,
Geraden iibernimmt und die Richtungsvektoren beider Geraden verwendet:

H:x=qg+r-mg +s-m,

= Man muss nur eine dieser Ebenen benutzen. Hier nehme ich G.

= Es reicht nun, von G eine Hesse'sche Normalenform zu bilden und mit deren Hilfe den Abstand des Stiitzpunkts
von h zu G zu berechnen. Dies ist auch der Abstand der beiden windschiefen Geraden.

= Daraus ergibt sich folgende Abstandsformel:

Dreidimensional P
= Man konstruiert sich eine Ebene E, die den Richtungsvektor von g als Nor- d
malenvektor hat. Den Ortsvektor von P kann man als Stiitzvektor benutzen. L
= Man berechnet den LotfuBpunkt LvongaufE. = ——— U
= Der Abstand von P nach L ist der gesuchte Abstand. 9
= Siehe Seite 153.
E

Der Abstand paralleler Geraden

Wenn g und h parallele Geraden sind, berechnet man einfach den Abstand des Stiitzvektors von g zu der Gerade h
(oder anders herum) nach der oben beschrieben Weise.

Absténde 3

d= (f) - a) . a = (a - f)) . a , wobei rTosenkrecht zu beiden Richtungsvektoren rEund r?h ist.
| Aufgaben
Seiten 168-187 Zu erledigen bis | ging gut | war schwer | ging gar nicht
3
Punkt-Ebene | 4
13
Gerade-Ebene | 14b
Punkt-Gerade 1o
17
windschiefe 18
Geraden 19
25
26 oder 27
Anwendungen | 28
29
30
Absténde a
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Allerlei mit dem Vektorprodukt
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Mit dem Vektorprodukt kann man nicht nur Normalenvektoren errechnen, sondern auch andere niitzliche Dinge tun.
Zunichst einmal gelten folgende...

Rechengesetze

Allerlei mit dem Vektorprodukt

| VXW = —(va) Anti-Kommutativgesetz
I (f : Q)XW = T'(QXW) re R Assoziativgesetz

1l ﬁx(\-/+v—v) =(Gx§)+(ﬁxv—v) Distributivgesetz

Zudem kann man das Vektorprodukt noch einsetzen fiir ...

Volumen- und Flachenberechnungen

Herleitungen und Beweise dazu: Seiten 145 und 146 im Buch.

Parallelogramm
Ein von den Vektoren v und w aufgespanntes Parallelogramm hat den Flacheninhalt F=

VXW‘

Spat
Ein Spat ist ein geometrisches Objekt, dessen Seiten Parallelogramme sind, die zum jeweils gegeniiberliegenden parallel
und deckungsgleich sind.

Ein von den Vektoren G, v und w aufgespannter Spat hat das Volumen V= (Gx \7) w

Dreiseitige Pyramide

Eine von den Vektoren U, v und w aufgespannte Pyramide hat das Volumen V= % (Clx \7) w
| Aufgaben (S. 145¢f)

Uibung Zuerledigenbhis |© | ©® | ® Uibung Zuerledigenhis | © | © | ®

3 10

5 17

6 19

7 20

8 42,8

Mit dem Vektorprodukt kann man nicht nur Normalenvektoren errechnen, sondern auch andere niitzliche Dinge tun.
Zunichst einmal gelten folgende...

Rechengesetze

| VXW = —(va) Anti-Kommutativgesetz
I (f : Q)XW = r~(\7><W) re R Assoziativgesetz

1l CIX(\—/+V—V) =(f1><\—/)+([|><v—v) Distributivgesetz

Zudem kann man das Vektorprodukt noch einsetzen fiir ...

Volumen- und Flachenberechnungen

Herleitungen und Beweise dazu: Seiten 145 und 146 im Buch.

Parallelogramm
Ein von den Vektoren v und w aufgespanntes Parallelogramm hat den Flacheninhalt F=

VXW‘

Spat
Ein Spat ist ein geometrisches Objekt, dessen Seiten Parallelogramme sind, die zum jeweils gegeniiberliegenden parallel
und deckungsgleich sind.

Ein von den Vektoren G, v und w aufgespannter Spat hat das Volumen V= (G X \7) . W‘

Dreiseitige Pyramide

Eine von den Vektoren U, v und w aufgespannte Pyramide hat das Volumen V= % (Clx \7) w
| Aufgaben (S. 145¢f)

Uibung Zuerledigenbhis |© | ©® | ® Uibung Zuerledigenhis | © | © | ®

3 10

5 17

6 19

7 20

8 42,8
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Vektorraume

-> 8. 214 bis 228 im Buch

Vielleicht erinnert ihr euch noch an die einstmals vorgestellte Definition ,Ein Vektor ist ein Element eines Vektorrau-
mes.” Wissenschaftlich betrachtet sind Vektoren namlich viel mehr als die Pfeilklassen, die wir in der Schule benutzen.
Zahlen sind formal betrachtet namlich auch Vektoren, genauso wie eine Reihe anderer Objekte, z.B. manche Funktionen.
Wie gesagt, Vektoren sind Elemente eines Vektorraumes. Und ein Vektorraum ist...

Die Definition des Vektorraumes

Ein Vektorraum ist eine nicht leere Menge V, fiir deren Elemente (Vektoren genannt) folgende Axiome gelten:

Addition

Es existiert eine Verkniipfung , +“, die folgende Bedingungen erfiillt:

(Abgeschlossenheit — sie bedeutet, dass
die Summe zweier Vektoren aus V auch

1. Firalle a, be V gil: a+beV wieder in V liegen muss. Daher bilden z.B.
die ungeraden Zahlen keinen Vektorraum)

2. Firalea, be V gilt: a+b=b+a (Kommutativgesetz)

3. Firallea, b, ce V git: (a+b)+c=a+(b+c)  (Assoziativgesets)

4. Esgibtein Oe V mit a+O0=afiraleae V (Existenz eines neutralen Elementes)

5. Zujedem aeV gibt es ein —ae V, so dass a+ (—5) =0 (Existenz eines inversen Elementes)

Skalare Multiplikation

AuRer der Addition existiert eine Verkniipfung , - “ zwischen einer reellen Zahl und einem Vektor acV , die folgende
Bedingungen erfiillt:

(Abgeschlossenheit — man kann einen Vek-
tor mit einer reellen Zahl multiplizieren; das
Produkt ist dann wieder Element des Vek-
torraumes)

6. FiraleacV udre Rgilt r-aeV

7. Firaleae V undr,se R git: (r-s)- a=r- (S : 5) (Assoziativgesetz)

8. Firaleaec Vundr,se R gt (r+s)- a=r-a+s- (Distributivgesetz fiir Zahlen)

ool

9. Firale a,be V undre R gilt: - (5 +b)=r-a+r (Distributivgesetz fiir Vektoren)

10. Fiiralle a € V und fiir die 1€ R gilt: l.a=a (neutrales Element)

= Formalerweise muss man bemerken, dass das Symbol ,+“ nicht zwingend dasselbe bedeuten muss wie bei ge-
wadhnlichen Zahlen - hier ist es aber dennoch so.

= Andererseits bedeutet das Symbol ,- “ bei der skalaren Multiplikation etwas ganz anderes als bei der Multiplikati-
on von Vektoren (man denke an das bekannte Skalarprodukt).

Vektorraume 1
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Untervektorraume

Auch Teilmengen eines Vektorraumes kdnnen wieder Vektorrdume sein. Diese Teilmengen nennt man passenderweise
Untervektorraume.

So ist z.B. die Menge der Spaltenvektoren, bei denen die z-Komponente O ist, ein Untervektorraum des Vektorraums
der dreidimensionalen Vektoren, dem R>.

Definition
Ein Untervektorraum U eines Vektorraums V ist eine Teilmenge von V, die fiir sich alle Vektorraumaxiome erfiillt.

Satz
Es reicht aus, folgende Bedingungen zu priifen:

1. Firalle a, be U git: at+beU
2. FiraleacUundre Rgilt: r-acU

Eine nicht leere Teilmenge U von V ist genau dann ein Untervektorraum von V,
wenn diese beiden Bedingungen erfiillt sind.

Erzeugendensystem und Basis

Zueignung
1 0 0
Es ist leicht einzusehen, dass jeder Vektor des R* als Linearkombination aus den drei Vektoren [ O |, | 1| und | O
o) |0 1

gebildet werden kann. Man sagt dann, diese drei Vektoren bilden ein Erzeugendensystem des R°.

Definition Erzeugendensystem

Wenn fiir jeden beliebigen Vektor xe V gilt,
dass man ihn als Linearkombination aus den Vektoren a1, az,...,an1,an € V schreiben kann,
S0 ist 51,52,...,5n_1,5n ein Erzeugendensystem von V.

Vektorrdume 2
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Definition Basis

Sei a1,@2,...,an-1,an € V ein Erzeugendensystem von V.

Wenn aj,az,...,an-1,an linear unabhéngig sind, ist a1, az, ..., an-1,an eine Basis von V.

Die Definition der Basis impliziert auch, dass die Wegnahme eines der n Vektoren
die Eigenschaft der Menge als Erzeugendensystem zunichte machen wiirde.

Satz: Eindeutigkeit

Sei a1,82,...,8n-1,a, eine Basis von V und sei xe V.
Dann gibt es fiir diesen Vektor nur eine einzige Linearkombination

X=|'1'a1+r2'aZ+...+rn_1'an—1+rn'an.

Die Koeffizienten r. sind also eindeutig bestimmt.

Die Dimension eines Vektorraums

Definition
Die Anzahl der Elemente der Basis B eines Vektorraums V heiRt Dimension des Vektorraums.

Bei Spaltenvektoren lasst sich Dimension meist direkt an der Anzahl der Komponenten in den Vektoren ablesen.

Vektorrdume 3
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| Aufgaben

;l?;':g:ns:;es;iztg Zu erledigen bis g;;":ﬂ:ns:?t:;;; Zu erledigen bis

3 1

7bdf 2

9ce 4

10 a 5

13 6

17 7

19 15

20 18

417,11 20

Vektorraume
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Matrizen-Multiplikation

Matrizen

- Buch S. 230-268 Die Einheitsmatrix

“H AT . I g | T N! | H h"‘ R I x ’s Die Einheitsmatrix ist definiert als: E =

Entsprechend der Anmerkung oben gibt es natiirlich kleinere und gréBere Einheitsmatrizen.

0]
1
0]

o O -
- O O

Definition Matrix

Auf der Diagonalen von links oben nach rechts unten liegen ausschlieBlich Einsen, die iibrigen Eintrage sind Nullen.

:” :12 am Die Einheitsmatrix muss exakt so viele Zeilen wie Spalten haben.
Ein rechteckiges Schema A =| 2" %2 2n
Multiplikation Matrix — Spaltenvektor
8m  Bmz - 8o Eine Matrix wird folgendermaRBen mit einem Spaltenvektor multipliziert:

mit a, e R,m Zeilen und n Spalten heift m x n-Matrix.

- aH a1 2 a13 V1 a1 1V1 + a12V2 + a13v3
o ) ) A-v=|a, a,, 8y |'|V,|=]|a,V,+a,V,+a,V, | DaskErgebnisist offenbar wieder ein Vektor.
mxn ist die Ordnung einer Matrix.
Eine mxm-Matrix heiRt quadratisch. Dabei darf keine Zeile und keine Spalte nur aus Nullen bestehen! 831 83 833) \Vs 831V + 85,5 1855V
Vektorraum der Matrizen Vorsicht: Die Matrix muss exakt so viele Spalten haben wie der Vektor Zeilen hat.

Multiplikation Matrix — Matrix
Zwei Matrizen A und B werden folgendermaRen multipliziert:

Addition zweier Matrizen
Die Addition zweier mxn-Matrizen ist wie folgt definiert:

a11 a12 a13 b11 b12 b13

a11 a12 a‘ln b11 b12 b b1n a11 +b11 a12 +b12 b a1n +b‘|n
b b b +b +b +b A-B=|a, a, ay||by by, by
A + B _ a21 aZZ e aZn + 21 22 "o 2n | _ a21 21 a22 22 i aZn 2n b b b
- - a31 a32 a33 31 32 33
am‘I am2 amn bm‘I me bmn am‘l + bm1 am2 + bm2 e amn + bmn
a, a, ag) (b)) (a, a, a;) (b)) (a, a, as) (b
Offensichtlich kénnen nur Matrizen gleicher Ordnung addiert werden. =8y 8y, 8y ||by i@y 8, a8y || by, |ilay 8y, a8y || by

a31 a32 a33 b31 a31 a32 a33 b32 a31 a32 a33 b33
Multiplikation mit einem Skalar

Die Multiplikation einer Matrix A mit einem reellen Skalar r ist folgendermaRen definiert:
a1 1b11 + a12b21 + a13b31 a1 1b12 + a12b22 + a13b23 a1 1b13 + a12b23 + a13b33

= a21b11 + a22b21 + a23b31 a21b12 + a22b22 + a23b23 a21b13 + aZZbZB + aZBbBS

8 8 . 8y F-8, T8, .. ra,
. ) ) Ay D;; + a5, +8550;, by, + 85Dy, +8550,; A3y +ag,b,; +agsbs;
81 8y .- 8y M-8y T8 ... I3,
r-A=r-
8m 8mz o+ 8y Mam M8n - T8, = Es muss gelten: Spaltenanzahl A = Zeilenanzahl B

= Esgilt fiir alle Matrizen A: A-E=A=E-A

= Es gilt normalerweise: A-B #B - A
Anmerkung: Der Ubersicht halber werden alle Definitionen und Sétze ab hier nur mit kleinen Matrizen, 2.B. 3x3- = Man beachte die Rechengesetze auf Seite 242 im Buch!
Matrizen vorgefiihrt, sofern sich die GesetzméaBigkeiten fiir kleinere und gréBere Matrizen eindeutig ergeben.

Matrizen 1 Matrizen 2
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Anmerkung: Zu Matrizen und linearen Gleichungssystemen befasse man sich mit S. 245. Anmerkung: Zu Matrizen und linearen Gleichungssystemen befasse man sich mit S. 245.

Inverse Matrizen Inverse Matrizen

Definition Definition

Zu jeder quadratischen Matrix A existiert eine andere quadratische Matrix A", so dass gilt: Zu jeder quadratischen Matrix A existiert eine andere quadratische Matrix A", so dass gilt:
A-AT=E=ATA A-AT=E=ATA

Bestimmung der Inversen Bestimmung der Inversen

Auf Seite 250 ist ein Verfahren vorgefiihrt: Man bestimmt die Inverse,
indem man...
= die Matrix A und die Einheitsmatrix E nebeneinander schreibt,
= durch Zeilenoperationen die Matrix A in die Einheitsmatrix um-
wandelt,
= parallel die gleichen Zeilenoperationen mit E ausfiihrt.
Sobald aus A E geworden ist, ist E zu A~" geworden!

Auf Seite 250 ist ein Verfahren vorgefiihrt: Man bestimmt die Inverse,
indem man...
= die Matrix A und die Einheitsmatrix E nebeneinander schreibt,
= durch Zeilenoperationen die Matrix A in die Einheitsmatrix um-
wandelt,
= parallel die gleichen Zeilenoperationen mit E ausfiihrt.
Sobald aus A E geworden ist, ist E zu A~" geworden!

i Aufgaben i Aufgaben

Seite, Ubung | Zu erledigen his Hinweis Seite, Ubung Zu erledigen bis | Hinweis Seite, Ubung | Zu erledigen his Hinweis Seite, Ubung Zu erledigen bis | Hinweis
Beispiel S. - Beispiel S. -

P 23241 930 beachten. < 239+ 1bcd billig F 23241 930 beachten. < 239+ 1bcd billig

= Beispiel S. £ - = Beispiel S. £ .

;§ 23243 931 beachten. = 240+2 noch billiger _§ 23243 931 beachten. = 240#2 noch billiger

S - = S - =

S| 9394 m: Zeilen 94349 a) Man bre!ucht S| 9394 m: Zeilen 94349 a) Man bre!ucht
n: Spalten zwei Matrizen n: Spalten zwei Matrizen

93346 Kinderge- 948+ 1 Nur o 93346 Kinderge- 948+ 1 Nur o

burtstag multiplizieren burtstag multiplizieren

2 2 Nach Verfahren 2 2 Nach Verfahren

= — = —

E 235¢7 Ja, alle. E 250+4h S. 249 E 235¢7 Ja, alle. E 250+4b S. 249

E Be‘.NeiS fiir 95111 AIIgemelq fiir E Be‘.NEiS fiir 957411 AIIgemelq fiir

= kleinstes Er- alle Matrizen = kleinstes Er- alle Matrizen

| 2358 | 2358
zeugendensys- zeugendensys-
tem! o | 2545 mysterios tem! o | 2545 mysterids

Matrizen 3 Matrizen 3



