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Gegenereignis

ZUfa "sexperi mente - G ru nd beg riffe Zu jedem Ereignis E gibt es ein Gegenereignis E =Q\E, das alle moglichen Ergebnisse enthlt, die E nicht enthilt.

Beispiele in Bezug auf das Wiirfeln:
= Das Gegenereignis von ,Es wird eine gerade Zahl gewiirfelt” ist ,Es wird eine ungerade Zahl gewiirfelt”.

Zufallsexperiment/Zufallsversuch = Das Gegenereignis von ,Es fillt eine 4” ist ,Es fallt keine 4“, bzw. ,Es fallt eine 1, 2, 3, b oder 6“.

Ein Zufallsexperiment (aka Zufallsversuch) ist ein Experiment, dessen Ausgang mit zur Verfiigung stehenden Mitteln
nicht vorhergesagt werden kann. Beispiele:

= Das Werfen einer Miinze, eines Wiirfels o.4.

= Das Ziehen eines Loses, einer Nummer aus einer Urne, der Lottozahlen 0.4.

= Sogar ein FuBballspiel oder jedes andere Spiel, dessen Ausgang nicht vorhergesagt werden kann

Vereinigung von Ereignissen
Man kann eine Vereinigung von Ereignissen bilden. Die Vereinigung der Ereignisse E, und E,, wird so geschrieben:

und meint eine Menge, die alle Ergebnisse beider Ereignisse enthilt.

Ergebnis

Ein einzelner Ausgang eines Zufallsexperimentes heiRt Ergebnis. Beispiele:
= Die 3 ist ein mdgliches Ergebnis beim Wiirfeln.
= Die Niete ist ein mdgliches Ergebnis beim Lose-Ziehen. Beispiel:
= ,2,4,13, 22, 34, 41; Zusatzzahl: 15; Superzahl 4” ist ein mdgliches Ergebnis bei der Ziehung der Lottozahlen. E, : Es wird eine gerade Zahl gewiirfelt: {2, 4, 6}

" 3:1ist das migliche Ergebnis eines FuRhallspiels. E, : Es wird eine Zahl kleiner als vier gewiirfelt: {1, 2, 3}

In der Vereinigung sind nun alle Ergebnisse aus E, und E, enthalten.

E .
rgebnismenge E, UE,:{1,23 4,6}

Will man mehrere Ergebnisse zusammenfassen, schreibt man sie als Ergebnismenge mit geschwungenen Klammern {}:

= Alle ungeraden Zahlen beim Wiirfeln sind {1, 3, 5}. . . . - - S . =
*  Alle Zahlen des zweiten Drittels beim Roulette sind {13, ..., 24}. Die Vereinigung eines Ereignisses mit seinem Gegenereignis ist immer der Ergebnisraum: E UE = 2

= Alle Ergebnisse, bei denen die Eintracht gewinnt {1:0, 2:0, ..., 4:1, ..., 6:3, ...}
Schnitt von Ereignissen

Ergebnisraum Der Schnitt von zwei Ereignissen E, und E, meint diejenigen Ergebnisse, die in beiden Ereignissen enthalten ist. Man
Die Gesamtmenge aller mdglichen Ergebnisse ist der Ergebnisraum, bezeichnet mit Omega: Q schreibt ihn so:

= Beim Wiirfeln mit einem Standard-Wiirfel ist der Ergebnisraum {1, 2, 3, 4, 5, 6}

= Beim Werfen einer Euromiinze ist der Ergebnisraum {Zahl, Adler} E, NE,

.. Beispiel:
Ereignis P

E,: Es wird eine gerade Zahl gewilrfelt: {2, 4, 6}
Ein Ereignis E ist eine Ergebnismenge, die kein, ein, mehrere oder alle Ergebnisse eines Zufallsexperiments enthal-

E, : Es wird eine Zahl kleiner als vi irfelt: {1,2, 3
ten kann. Beispiele in Bezug auf das Drehen eines Roulette-Rades: 2+ Es wird eine Zahl kieiner als vier gewdrfelt: { }

= Es kommt eine rote Zahl E, NE,: {2}
= Die gezogene Zahl ist kleiner als 17
= Es wird eine gerade Zahl gezogen Der Schnitt eines Ereignisses mit seinem Gegenereignis ist immer das unmdgliche Ereignis (leere Menge):
ENE=9o
Ereignisse mit nur einem Element (also einem einzigen Ergebnis) heiBen Teilmengen

Elementarereignisse.

Wenn E, eine echte Teilmenge von E, ist, so schreibt man:

Das unmigliche Ereignis E = < kann nicht eintreten, da es keine Er- Beispielsweise sind die geraden Zahlen Teilmenge der natiirlichen Zahlen.

gebnisse enthalt.

Das sichere Ereignis E = Q tritt auf jeden Fall ein, weil es alle mdglichen

Wenn E, eine Teilmenge von E, ist, aber keine echte, d.h. E; kann auch ganz E, sein, so schreibt man:
Ergebnisse enthalt.

Wichtig: Die Zeichen + und - kann man bei Mengen nicht verwenden!!!

Bild: Wikipedia
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Anzahl der Elemente einer Menge/eines Ereignisses

|E| (lesbar als Betrag von E) meint die Anzahl der Elemente einer Menge, bzw. die Anzahl der Ergebnisse in einem Ereignis.

Regeln von de Morgan
Wenn E, und E, Ereignisse eines Zufallsexperiments sind, dann gelten die folgenden Gleichungen:

M

E
E

UE

1 2 2

E,N
E,U

NE

31

1 2

Mengenbilder
Zur Veranschaulichung von Ereignissen, Gegenereignissen usw. kann man Mengenbilder benutzen.

Beispiel:
Das folgende Mengenbild bezieht sich auf das Zufallsexperiment
«Wiirfeln eines Standard-Wiirfels”. Dabei gilt: ot ) ’9

(7
E, ist das Ereignis, dass eine Zahl kleiner als vier gewiirfelt wird: {1, 2, 3}

E, ist das Ereignis, dass eine ungerade Zahl gewilrfelt wird: {1, 3, 5}

Mit dem Mengenbild kann man nun recht einfach den Schnitt und die Vereinigung, sowie die jeweiligen Gegenereignisse
herausfinden:

Hier noch einmal alle hier beteiligten Ereignisse und deren Verbindungen als Ergebnismengen:

E;:{1. 2, 3} E,: {1, 3,5}

E,: {4, 5, 6} E,: {2, 4, 6}

E,UE,:{1, 2, 3, 5} E,NE,: {1, 3}

E,UE, =, NE,: {4, 6} E,NE, =, UE,:{2, 4, 5, 6}
Zufallsexperimente — Grundbegriffe 3 mathe@steyvel.com
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Aufgaben

Hinweis

Es hat sich folgende Sprechweise eingebiirgert: Wann immer in der Stochastik ein GefaR benutzt wird, in dem sich
irgendwelche Kugeln o.. befinden, spricht man von einer Urne. Man konnte natiirlich auch Eimer, Schiisseln, Tdpfe,
Bierseidel oder Kokosnussschalen benutzen.

7. In einer Urne liegen 50 Kugeln, die ein kreativer Mensch von 1-50 durchnummeriert hat. Willi Winzig zieht eine
Kugel. Stelle die folgenden Ereignisse, bzw. deren Verbindungen als Ergebnismengen dar. Benutze bei den
Schnitten und Vereinigungen zur Unterstiitzung ein Mengenbild.

a. E,: Die gezogene Nummer ist durch 9 teilbar.
b. E,: Die gezogene Nummer ist durch 12 teilbar.
c. E,: Die gezogene Nummer ist durch 23 teilbar.
d EUE,

e. E,UE,;

f. ENE,

g. E,NE,;

2. Es wird gewiirfelt! Bestimme jeweils die Gegenereignisse.
a. E,:Die Augenzahl ist mindestens 3.

b. E,:Die Augenzahl ist ungerade.
c. E,:Die Augenzahl ist 5 oder 6.
d. E,:Die Augenzahl hichstens 4.

3. Nun geht es um Skat-Karten (7, 8, 9, 10, Bube, Dame, Kdnig, As; jeweils mit Kreuz, Pik, Herz und Karo).
E, ist das Ereignis, dass Kreuz gezogen wird.

E, ist das Ereignis, dass ein Konig gezogen wird.
Stelle folgende Ereignis-Verkniipfungen in der Mengen-Schreibweise dar und beschreibe sie:

a. E UE,
b. E NE,
c. E UE,
d ENE,

4. Nun wird es allgemeiner: Stelle die graue Fléiche
schriftlich als Verkniipfung (Vereinigung und
Schnitt, sowie Kombinationen davon) der Ereignis-
se E, und E, dar.

Diese Aufgaben wurden groRtenteils aus einem alten Mathe-Buch iibernommen.
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Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten

Bevor wir viele lustige Wahrscheinlichkeiten ausrechnen, miissen wir uns zunichst einmal damit befassen, was eine
Wahrscheinlichkeit iiberhaupt ist. Dazu blicken wir zunachst auf ...

Absolute und relative Haufigkeiten

Q3 Mathematik LK Martin-Nieméller-Schule Stefan Krissel

Wahrscheinlichkeiten

-> siehe Buch, S. 35

Beispiel
Angenommen, man wirft eine Euro-Miinze 80-mal. Dabei kommt 41-mal die Zahl.

Dannist k=41 die absolute Haufigkeit des Ergebnisses ,Zahl” und

K = g; =0,5125 die relative Haufigkeit des Ergebnisses ,Zahl".
n

Definitionen
Bei einem Zufallsexperiment mit n Versuchen, bei dem k-mal ein bestimmtes Ereignis eintritt, definiert man also...

a,(E) =k als die absolute Haufigkeit des Ereignisses

h. (E) = E als die relative Haufigkeit des Ereignisses
n

Gesetz der groRen Zahlen

Wird z.B. eine Miinze sehr oft geworfen, kann man davon ausgehen, dass in etwa bei der Halfte aller Wiirfe ,Zahl” das
Ergebnis ist. Man sagt dann, dass sich die relative Haufigkeit bei O, 5 stabilisiert. Dass es solche Stabilisierungswerte
gibt, ist das Gesetz der groBen Zahlen.

Aufgabe
= Benutze einen iiblichen, sechsseitigen Spiel-Wiirfel.
= Wiirfle insgesamt 100-mal.
= Schreibe jeweils nach 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 und 100 Versuchen auf, wie oft 4is dahin die Sechs
vorgekommen ist. Dies ist ja die absolute Haufigkeit der Sechs.
= Berechne jeweils noch die zugeharige relative Haufigkeit.
= Kommentiere die Resultate. Wenn du willst, setze den Versuch fort.

-> Bitte auch den Text und die Definition auf Seite 37 lesen!

Definition Wahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist der zu erwartende Stabilisierungswert fiir die relative Haufigkeit
des Ereignisses, wenn die Anzahl der Versuchsdurchfiihrungen n gegen Unendlich lauft.

Merke: Jede Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses betragt aufgrund der obigen Definition mindestens O (dann ist das
Ereignis unmdglich) und hdchstens 1 (dann ist das Ereignis sicher).

Laplace-Wahrscheinlichkeiten
- Bitte Texte auf Seite 41 und 42 lesen!

Bei einem Laplace-Experiment sind alle Ergebnisse/Elementarereignisse gleich wahrscheinlich. ]

Beispiele
= Einmaliges Werfen eines Wiirfels
= Ziehen einer Zahl beim Roulette

Fiir die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses E bei einem Laplace-Experiment gilt:

Anzahl der in E enthaltenen Ergebnisse _ E

P(E) = =
Anzahl der im Ergebnisraum enthaltenen Ergebnisse \Q\

Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

Wiirfe 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

a,(6)

h, (6)

Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten 1 mathe@steyvel.com

Summenregel
Grundsatzlich ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses die Summe der Wahrscheinlichkeiten der im Ereignis enthalte-
nen Ergebnisse. Sei E = {e1,ez,...,en} . Dann gilt:

( PE) = Ple,) + Ple,) + ... + Ple,) )

Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten 2 mathe@steyvel.com
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Mehrstufige Versuche

Der Nutzen der Gegenwahrscheinlichkeit

Haufig ist es einfacher, die Wahrscheinlichkeit eines Gegenereignisses auszurechnen als die des eigentlich interessanten Bei vielen Versuchen wirft man nicht nur eine Miinze, einen Wiirfel usw., sondern man wirft zwei oder drei oder noch
Ereignisses. Um dann zur eigentlich gesuchten Wahrscheinlichkeit zu kommen, macht man sich folgenden Zusammen- mehr Wiirfel. Mit solchen Experimenten miissen wir lernen umzugehen. Grundsatzlich gilt dabei Folgendes:
hang zunutze:
C P(E) + P(E) =1 & PE)=1-— P(E)) Die gleichzeitige Durchfiihrung mehrerer Zufallsversuche kann als Nacheinanderausfiihrung dieser Versuche verstanden
werden. Es muss jedoch genau beachtet werden, ob die einzelnen Versuche sich gegenseitig beeinflussen (z.B. wenn
Danmit lésst sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit gut berechnen. man mehrere Kugeln gleichzeitig aus einer Urne nimmt) oder eben nicht (beim gleichzeitigen Werfen mehrerer Wiirfel).

Wahrscheinlichkeit bei Vereinigungen

Fiir zwei Ereignisse aus demselben Ergebnisraum gilt folgender Satz, mit dem vermieden wird, dass bei Vereinigungen Das Haupthilfsmittel: Baumdiagramme

manche Ergebnisse doppelt gezahlt werden. Mit Baumdiagrammen lassen sich alle mehrstufigen Zufallsversuche erfassen. lhr Aufbau ist immer gleich, wie hier an
einem Beispiel erldutert wird. Baumdiagramme zu benutzen ist meist kein Zwang, aber eben hilfreich.

C P(E, UE,) = P(E,) + P(E,) — P, NE,) ) Es geht darum, dass nacheinander (oder auch gleichzeitig - siehe oben) zwei Kugeln aus einer Urne entnommen werden,
in der folgende Kugeln enthalten sind: 5 rote und 3 blaue

- In den Kasten stehen die Ereignisse,
e zu denen jeweils die Wahrscheinlich-

AUfgaben E keit an den Pfeil geschrieben wird, der
/ \ zum Ereignis zeigt.
Seite Aufgabe Zu erledigen bis - . o )
Zu beachten ist, dass in diesem Bei-
39 1 spiel bei jeder Stufe die Wahrschein-
39 2 3 - lichkeiten variieren. Dies liegt natiirlich
hd / daran, dass z.B. weniger rote Kugeln in
39 3 8 der Urne liegen, wenn man bereits eine
40 5 \ herausgenommen hat.
40 7
' Machte man nun wissen, wie groR die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,Es werden zwei rote
43 9 ‘ Kugeln gezogen” ist, muss man den obersten Pfad entlanggehen und die dort vermerkten Wahr-
43 10 r Produktregel scheinlichkeiten multiplizieren:
2 ;. | P( | rot) °4_05 =0,357142857
43 12 zwei mal ro 75 7=72-9
44 14
Um die Wahrscheinlichkeit fiir ,eine rote und eine blaue Kugel” auszurechnen, muss man zu-
45 16 néchst sehen, dass es zwei Pfade dafiir gibt (rot-blau und blau-rot). Die Wahrscheinlichkeiten
45 18 Summenregel dieser Pfade muss man zunachst mit der Produktregel ermitteln und schlieRlich beide addieren:
45 19
53 35 30 D ——
P(ein mal rot, ein mal blau) = —- -+ —-- =—=0,5357142857
45 20 87 87 56
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Mit und ohne Zuriicklegen

Das fundamentalste Kennzeichen mehrstufiger Zufallsversuche ist, ob sie mit oder ohne Zuriicklegen ablaufen. Die
Begriffe kommen vom Ziehen von irgendwas aus einer Urne (oder einem Eimer etc.). Nach jedem Zug kann man das
Gezogene zuriicklegen kann oder eben nicht. Doch wir benutzen die Begriffe weiter gefasst. Dabei ist es vollkommen
unerheblich, ob man tatséchlich mit einer Urne oder einem anderen GefaR zu tun hat, in das man etwas zuriicklegen
kdnnte.

Als Versuche mit Zuriicklegen werden alle Versuche verstanden, bei denen sich die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen
Ergebnisse nicht d@ndern. Beispiele: Wiirfeln, Drehen eines Gliicksrades usw.

Als Versuche ohne Zuriicklegen werden Versuche verstanden, bei denen sich die Wahrscheinlichkeiten nach jedem
Durchgang dndern (z.B. Ziehen einer einzelnen Lottozahl, AbschieBen von Objekten in einer SchieRbude usw.)

' Aufgaben
Seite Aufgabe Zu erledigen bis
48 2
49 5
49 6
49 9
50 11
50 13
50 14
51 19
52 20
52 21

Holzeisenbahnen und Legosteine eig-
nen sich vorziiglich fiir stochastische
Experimente.

Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten 5 mathe@steyvel.com
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Simulationen

Bei Simulationen geht es darum, Experimente, die sich in der Realitat nicht oder nur sehr schwierig durchfiihren lassen
oder deren Wahrscheinlichkeitsmathematik wir noch nicht verstanden haben, mithilfe von Beobachtungen aus der Ver-
gangenheit und unter Zuhilfenahme einfacher Mittel (z.B. Wiirfel) oder mit Computerhilfe zu simulieren.

Es lasst sich beispielweise kaum experimentell ermitteln, mit wie vielen gefahrlichen Meteoriteneinschldgen in den
nachsten 10.000 Jahren zu rechnen ist oder welche Auswirkungen eine Erwérmung der Atmosphédre um 2°Celsius hat.
Das heiBt, es lasst sich schon ermitteln, aber erst, wenn es zu spét ist. Simulationen helfen, mit sinnvollen Modellie-
rungen Voraussagen zu treffen.

Beispiele
= Das Auftreten eines bestimmten Geschlechts bei der Geburt lasst sich durch einen Miinzwurf simulieren.
= Angenommen, dass bisher an 2/3 aller Novembertage die Sonne kaum zu sehen war, so lassen sich Fragestel-
lungen dazu mit einem Wiirfel simulieren, bei dem die 5 und die 6 fiir Sonne stehen, die iibrigen Zahlen fiir we-
nig gutes Wetter.

Bei den kommenden Aufgaben geht es also micht darum, die gefragten Wahrscheinlichkeiten durch sehr geniale Berech-
nungen, sondern durch Simulation mit einfachen Mitteln zu bestimmen.

Seite Aufgabe Zu erledigen bis

54

55

55

56

57

||~ |WI|N

59

Screenshot aus dem Musikvideo zu
+November Rain”
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Einfilhrung in die Kombinatorik

03 Mathematik LK Martin-Nieméoller-Schule Stefan Krissel

Geordnete Stichproben — die Produktregel und ihre Spezialfélle

—>Buch, ab Seite 66

Bei der Kombinatorik geht es in der Hauptsache darum, wie man magliche Anordnungen mehrerer unterscheidbarer oder
teilweise nicht unterscheidbarer Objekte zahlen kann.

Einfaches Beispiel: Auf wie viele Weisen kann man drei Personen nebeneinander anordnen? = Ausprobieren: 6 Weisen.
Schwieriges Beispiel: Auf wie viele Arten kann man drei blaue, fiinf gelbe und acht rote Kugeln in einer Reihe anordnen?

Begriffsklarungen

Kombination

Eine Kombination ist eine - je nach Kontext geordnete oder ungeordnete — Anordnung meh-
rerer Objekte, Ereignisse 0.a.

Stufen der Kombination

Wie ein Zufallsexperiment hat auch eine Kombination Stufen. Die Anzahl der
Stufen gibt an, wie viele Objekte etc. letztendlich angeordnet werden sollen.

Beispiel
Wenn es darum geht, sich morgens anzuziehen, kann z.B. eine Kombination aus Socken, Unterhose, Hose und T-Shirt
gewahlt werden. Diese Kombination hat offensichtlich vier Stufen.

Permutationen der Kombination
Fiir jede Kombination gibt es eine gewisse Anzahl an Varianten. Diese Varianten nennt man Permutationen.

Beispiel
Griine Socken, weiRe Unterhose ware eine andere Permutation als blaue Socken und gelb-braune Unterhose - beide fiir
die gleiche Kombination

Die Anzahl der maglichen Permutationen der Kombination variiert abhéangig davon, ob die Ergebnisse als geordnet oder
ungeordnet aufgefasst werden.

Die Begriffe Permutation und Kombination werden allgemein leider nicht allzu sauber voneinander getrennt.

Einfiihrung in die Kombinatorik 1 mathe@steyvel.com

Die Grundform der Produktregel

Bei einer Kombination mit k Stufen, bei der jede Stufe unabhéangig von den anderen besetzt werden kann, und bei der es
bei den ersten Stufe n, Méglichkeiten gibt, sie zu besetzen, bei der zweiten N, usw. bis zur letzten, bei der es n Még-
lichkeiten gibt, sie zu besetzen, gibt es insgesamt

‘N, -ng-...-n ] mogliche Permutationen fiir diese Kombination.

Beispiel
Nehmen wir an, Walter hat 17 Paar Socken, 32 Unterhosen, 8 Hosen und 42 T-Shirts, so hat er
17-32-8-42 = 182784 Maglichkeiten, sich anzuziehen. Recht viel, nicht wahr?

Gleiche Anzahl der Moglichkeiten bei allen Stufen, Ziehen mit Zuriicklegen

Wenn man z.B. aus einer Lottotrommel mit 49 Kugeln insgesamt k-mal eine nummerierte Kugel zieht, diese jeweils
aber wieder zuriicklegt und jeweils die Nummer aufschreibt, hat man auf allen k Platzen 49 Maglichkeiten, also insge-

samt 4 9% verschiedene Kombinationen. Allgemein gilt:
In einer geordneten Kombination mit k Stufen und jeweils n Mdglichkeiten, eine Stufe zu besetzen, gibt es insgesamt

N =n* Varianten.

Ziehen ohne Zuriicklegen

Bei einer richtigen Lottoziehung werden die Kugeln nicht wieder in die Trommel zuriickgelegt. In einem solchen Fall hat
man natiirlich pro Stufe weniger Auswahlmdglichkeiten.

Wenn man z.B. alle Lottokugeln zieht und anordnet, gibtes 49-48-...-2.1= 49! (49-Fakultét) Permutationen.
Allgemein gilt:

Die Anzahl der Maglichkeiten, alle n unterscheidbare Elemente einer Menge anzuordnen, betrégt

[ Al=n-(-1-M-2-..2-1 J (n-Fakultit.  Spezialfall: Es ist definiert: O! = 1

Bei einer Lottoziehung werden natiirlich nicht alle Zahlen gezogen, sondern z.B. nur sieben.
Nehmen wir an, die Reihenfolge bei der Lottoziehung wére relevant (was sie nicht ist), dann gabe es bei sieben Stufen
49-48-47-46-45-44 .43 Varianten.

In einer geordneten Kombination mit k Stufen und anfangs n Maglichkeiten, eine Stufe zu besetzen, gibt es beim Zie-
hen ohne Zuriicklegen insgesamt

n!
(n—k)!

N=n-n—-1)-n-2)-...-n—k+1 = Permutationen.

Einfiihrung in die Kombinatorik 2 mathe@steyvel.com
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Ungeordnete Stichproben — der Binomialkoeffizient

Ziehen ohne Zuriicklegen

Bei einer Kombination aus anfangs n Elementen mit k Stufen ergeben sich beim ,Ziehen ohne Zuriicklegen” und ohne
Beachtung der Reihenfolge der einzelnen Stufen

Permutationen.

nl n!
k] kb(n—k)!

Der Ausdruck oben wird noch oft vorkommen und heiRt Binomialkoeffizient.

Beispiel zur Berechnung des Binomialkoeffizienten
Der Binomialkoeffizient ist nicht so schwer zu bilden, wie man aufgrund der Formel vielleicht annehmen kénnte.

Beispiele:
15) 15! 15! 15.14.13.12.11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 15-14.13
3 3L(15-3)!  3L12! 3-2-19-(12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1) 3-21
[8] 8.7 [10] 10.9.8.7 Mit dem Taschenrechner bestimmt man
== = einen Binomialkoeffizienten, indem man
2 2:1 4 321 zuerst die Zahl n driickt, dann nCr
(Shift+ =), dann die Zahl k.

Rechenregeln zum Binomialkoeffizienten und Beispiele

NN - oty =[i)r k~[E]—n~[E:1]7

7 (7 n| |0 m_fm_n_., 39_3~9~8~ _987
5 |2 10/ (1] 1 37 321 21 T2

Der Binomialkoeffizient ist grundsétzlich immer dann verwendbar, wenn es um solcherlei Fragestellungen geht:
® . Wie viele verschiedene Untermengen der Grile k kann ich aus einer n-elementigen Menge bilden?”

Ziehen mit Zuriicklegen

Wenn man z.B. beliebig viele Kugeln in n Farben hat und k-mal eine Kugel mit Zuriicklegen zieht, dabei die Reihenfolge
egal ist, so gibt es fiir die Kombination

R

Permutationen.

Erklérungen dazu an der Tafel... Diese Zeichnung ist niitzlich: O O O | . . . . . I . . . .
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Die hypergeometrische Verteilung — ,Lottoformel”

Wenn man (wie beim Lotto) eine Menge mit N Elementen hat, von denen M Elemente eine gewiinschte Eigenschaft
haben (Erfolg, Treffer) und man zieht aus dieser Menge n Elemente ohne Zuriicklegen, dann ist die Wahrscheinlichkeit

fiir k Er Ulge:
( ) k 1 —k

N

Aufgaben (S. 67-74)

Thema Aufgabe Zu erledigen bis | Hinweise

1 Keine Umlaute, kein R, keine Kleinbuchstaben.
Geordnet

2 Im Auftrag der Panzerknacker AG.

3 a) per Hand, nicht mit dem Taschenrechner erledigen!
Blnon.m_al- 4 b) Gesprache nur in der Stadt, keine Mehrfachkonferenzen
Koeffizient

5 Achtung, man will jeweils eine Wahrscheinlichkeit!

6 Bitte auf das ,mindestens” achten!
Hyper- i 7 Auch wieder auf ,mindestens” und ,hdchstens” achten.
geometrisch

9 Bitte Ballpumpe besorgen.

13 Nicht aufgefiihrt: 182 Lustige Taschenbiicher.

14 Dramatische Geschichte aus dem Norden.
Gemischt

15 Bitte recherchieren, ob dafiir ein Ryzen 7 ausreicht.

20 Hilfreiche Tipps nach England senden.

D ja D nein

Platz fur Notizen oder Liebesbriefe:

|| vielleicht

Einfiihrung in die Kombinatorik q mathe@steyvel.com
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

- Buch S. 75-100

Grundlagen

Hier geht es darum, dass innerhalb eines mehrstufigen Zufallsexperiments die Resultate einer Stufe Einfluss auf die
Wahrscheinlichkeiten in der zweiten Stufe haben kann

Nehmen wir an, wir haben eine Urne mit acht Kugeln, 5 roten und 3 blauen, und ziehen zweimal ohne Zuriicklegen.
Dann ergibt sich der folgende Baum:

b kb : e ot
\ b w‘mﬂ-‘zmm-
7

Es ist offensichtlich, dass die Wahrscheinlichkeit, im zweiten Wurf eine rote Kugel zu ziehen, davon abhangt, was im
ersten Zug gezogen wurde. Das Resultat des ersten Zugs bedingt also die Chancen im zweiten Zug.

Schreibwesen/Beispiele

Man schreibt: |P,

blau

5
t =
(rot) =

fiir die Wahrscheinlichkeit, dass rot kommt, unter der Bedingung, dass zuerst blau kam.

rot

Und|P_, (rot) = 4
7

fiir die Wahrscheinlichkeit, dass im zweiten Wurf rot kommt, unter der Bedingung, dass zuerst auch rot kam.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten 1 mathe@steyvel.com
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Inverse Badume

Allgemein kann man einen Baum wie aus dem Beispiel so aufschreiben:

PAﬂB
PR \
PA(B) - P(A ﬂé)

A PX(B) P(K N B)
P(A) —
-
e

Den ganzen Zusammenhang kann man aber auch in einem dazu inversen Baum darstellen:

. P(A nB)
PB) \
Fe(A) . P(A NB)

A P.(A) P(Amé)

P(ANB)

P(ANB)

Man beachte, dass alle Endwahrscheinlichkeiten in diesem Baum mit denen des Baumes oben iibereinstimmen.

Es gilt also zum Beispiel: [ P(B) - P5(A) = P(ANB) = P(A)- P, (B) J

Das war der Produktsatz/Multiplikationssatz.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten 2 mathe@steyvel.com
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Mit einer simplen Umformung kommt man zu einer dieser Gleichungen:

P(ANB)
Py(A) = ————

Selbstverstandlich gilt: P(B) >0 und P(A) > 0.

Die totale Wahrscheinlichkeit

Wenn man aus dem Baum, in dem P(A) nicht kommt bzw. aus dem Baum, in dem P(B) nicht vorkommt, diese Wahr-

Stefan Krissel

[ p.@) = PIAD

P(A)

B)

scheinlichkeit bestimmen mdchte, kann man die folgende Formel benutzen.

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(A) = P(B)-P3(A) + P(B) - Fy(A)

bzw. P(B) = P(A)-P,(B) + P(A) - P;B)

Voraussetzung ist, dass alle vorkommenden Wahrscheinlichkeiten ungleich Null sind.

Die Formel von Bayes

Wenn man alle obigen Erkenntnisse zusammenfiihrt, ergibt sich die Formel von Bayes.

/

B P(A)-P,(B)

~ P(A)-P,(B) + P(A) - P5(B)

bzw.

B P(B) - Py(A)

P(A)-P,(B)

Ps(A) =

B(A) P(B)
P(B)- Py (A)

P,B) =

AB) P(A)

o

~ P(B)-Py(A) + P(B) - P5(A)

A

Die Vierfeldertafel
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Stochastische Unabhéngigkeit
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Eine stochastische Arbeit ist es, Ereignisse darauf zu iiberpriifen, ob sie iiberhaupt abhangig sind. Ist dies nicht der Fall,

sind sie unabhangig und es gilt:

Definition

Zwei Ereignisse A und B heiBen stochastisch unabhéngig voneinander, wenn Folgendes gilt:

Ps(A) = PS(A) = P(A)

PA(B) = P;(B) = P(B)

Praktischerweise gelten bei stochastisch unabhangigen Ereignissen die folgenden vereinfachten Rechenregeln

Multiplikationssatz fiir stochastisch unabhangige Ereignisse (und nur fiir diese!)

Additionssatz fiir stochastisch unabhéngige Ereignisse (und nur fiir diese!)

P(ANB) = P(A)-P([B)

P(A UB) =P(A) + P(B) — P(ANB) =P(A) + P(B) — P(A) - P(B)

Die ganzen Zusammenhénge mit den bedingten
Wahrscheinlichkeiten kann man auch in einer so

genannten Vierfeldertafel eintragen. Hierbei ist zu
beachten, dass die Eintrdge aus den vier zentralen

Felder summiert die Eintrége rechts bzw. unten
ergeben. Diese ergeben wiederum addiert immer 1

(rechte untere Ecke). Oben und links stehen nur
Uberschriften.

A A
B PANB) | P(ANB) P{B)
B P(ANB) | P(ANB) P{B)
P(A) P(A) 1

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

mathe@steyvel.com

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

i Aufgaben

Thema|Seiten Aufgabe | Zu erledigen bis Thema|Seiten Aufgabe | Zu erledigen bis
1 33

Grundlagen 4 Bayes 35

S.76-78 6 S.87-88 37
11 38
12 1

Abhangigkeit 13 Vierfeldertafeln 2

S. 80-82 14 S.90-94 4
17 7
20
21

Tota!e .Wahr.- 22

scheinlichkeit 27

S.83-85 29
31

mathe@steyvel.com
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ZufallsgroRen

- Buch S. 102 bis 113

Grundbegriffe

Begriffe und Definitionen

Passende Beispiele

Eine ZufallsgrdBe oder Zufallsvariable ist eine eindeu-
tige Zuordnung (Funktion)

X:Q—R,

die jedem Ergebnis eines Zufallsversuchs eine reelle Zahl
zuordnet.

Beim Wiirfeln wird jeder Augenzahl eine bestimmte Ge-
winnsumme zugeordnet, z.B.:

6— —3€, 5— —3€, 4 —-0€,
3—1,50€, 2—150€, 1—150€,

X =x;
ist ein Ereignis, das alle Ergebnisse enthalt,
bei dem X den Wert x; annimmt.

X =1,50€
waren alle Ergebnisse, bei denen der Spieler 1,50 Euro
gewinnt.

03 Mathematik LK Martin-Nieméoller-Schule Stefan Krissel

Varianz und Standardabweichung

Man méchte beim Spielen natiirlich nicht nur wissen, wie groR der Erwartungswert ist, sondern auch, wie weit die
tatsachlich zu erwartenden Gewinne/Verluste von diesem abweichen. Bei einem Spiel mit dem Erwartungswert Null
kann es ja der Fall sein, dass man einmal einen Euro gewinnt und ein andermal einen Euro verliert, es kann aber auch
sein, dass man einmal eine Million Euro gewinnt und ein andermal den gleichen Betrag verliert. Deshalb gibt es MaBRzah-
len, die Aufschluss dariiber geben sollen, wie weit die tatsachlichen Ergebnisse etwa um den Erwartungswert streuen.
Dabei muss man wissen, dass es sich hierbei nicht zwingend um Zahlen handelt, aus denen man prazise Riickschliisse
iiber tatsachliche Ergebnisse ziehen kann, sondern dass auch sie nur eine Orientierung bieten.

Definition/Berechnung der Varianz

Bei der Varianz ermittelt man erst zu jedem Ereignis die Abweichung vom Erwartungswert und gewichtet es, indem man
es mit der Wahrscheinlichkeit des Ereignis’ multipliziert. Um nicht durch eine Aufsummierung positiver und negativer
Zahlen eine gegenseitige Ausldschung zu riskieren, quadriert man die Differenzen. Es entsteht die so definierte Varianz:

Machte man die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
ZufallsgroRe X herausfinden, so muss man jedem magli-
chen Wert x., den X ja annehmen kann, eine Wahr-

scheinlichkeit P(X = x,) zuordnen.

Der Erwartungswert

Beim unserem Wiirfel-Beispiel sdhe die Wahrscheinlich-
keitsverteilung so aus:

P(X=-3 Euro):E:1
6 3
P(X = O Euro) = 1
6

P(X = 1,50 Euro) = 3_1
6 2

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung lasst sich freilich auch
tabellarisch darstellen.

V(X) = (x, — )2 -P(X = x,) + (X, — )2 - P(X = X,) + ...+ (x, — )2 -P(X = x,)

= Z":(xi —pP?-P(X = x,)
i=1

Wenn man ein Spiel spielt, interessiert den Spieler natiirlich, welchen Gewinn/Verlust er zu erwarten hat, wenn er das

Spiel recht lange spielt. Diesen Erwartungswert kiirzt man E (X) oder dem griechischen Buchstaben p (Mii) ab.

Nehmen wir an, es gabe n verschiedene Ergebnisse, die die ZufallsgroRe annehmen kann, dann ist der Erwartungswert:

Definition/Berechnung der Standardabweichung

Der Nachteil der Varianz ist, dass ihr Zahlenwert durch das Quadrieren praktisch unbrauchbar ist, deshalb neutralisiert
man das Quadrieren durch Radizieren und erhilt die Standardabweichung als die Quadratwurzel aus der Varianz:

[ a(X) = \VIX) ]

Die Standardabweichung ist so etwas wie der Erwartungswert der Abweichung vom Erwartungswert, tatsachliche
Ergebnisse werden also im Mittel um die Standardabweichung vom Erwartungswert abweichen.
Wenn ibr irgendwann einmal Psychologie studiert, werdet ifr diese beiden Grilen zu schétzen wissen.

p=EX) =x,-PX=x,)+x, - PX=x,)+...+x,,-PX=x_,)+x, -PX=x,)

:zn:xi-P(X:xi)

i=1

Beispiel

In dem Beispiel aus der obigen Tabelle wére der Erwartungswert

uy:E(X):(73)~%+0%+1,5%:—1+O+O,75:—O,25

Der Spieler hat also langfristig mit einem Verlust von 25 Cent pro Spiel zu rechnen.

ZufallsgroRen

' Aufgaben
Thema/Seiten Aufgabe | Zu erledigen bis Thema/Seiten Aufgabe | Zu erledigen
bis
1 Varianz und Stan- 1
Verteilungen 4 dardabweichung 3
S.103-104 5 S.111 4
6 2
1 3
Zusammengesetzt
2 4
S.112-113
Erwartungswert 3 6
S.106-108 6 7
7
8

Es besteht kein Verbot, die restlichen Aufgaben

zur Ubung zu rechnen.

ZufallsgroRen 2
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Binomialverteilung

- Buch S. 117-154

Bernoulli-Ketten & Binomialverteilung — Grundlagen

Definitionen

= Ein Bernoulli-Experiment ist dadurch gekennzeichnet, dass es nur zwei zu unterscheidende Ausgange hat.

= Wenn man ein solches Experiment n-mal wiederholt und dabei die Trefferwahrscheinlichkeit p immer
gleich bleibt, hat man eine Bernoulli-Kette der Lange n.

= In einer Bernoulli-Kette konnen ja maximal n Treffer vorkommen. Wenn die ZufallsgroBe X die Anzahl der
Treffer ist, wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X als Binomialverteilung bezeichnet.

Die Formel von Bernoulli

Fiir eine Bernoulli-Kette legt man zunéchst folgende Parameter fest:
= n = Lédnge der Kette, also Anzahl der Versuche
= p = Trefferwahrscheinlichkeit
=k = Anzahl der Treffer

Dann kann man die Wahrscheinlichkeit fiir k Treffer in dieser Kette mit der Bernoulli-Formel berechnen:

Y U L1} n—k
P(X = k) =Bin; p; k)[k]~p -(1-p)

Erwartungswert und Varianz

03 Mathematik LK Martin-Nieméoller-Schule Stefan Krissel

Die c-Umgebung der Erwartungswertes bei Bernoulli-Ketten

Es ist fiir einen Versuchsdurchfiihrenden bisweilen interessant, schnell zu erfahren, wie groR die Wahrscheinlichkeit ist,
dass sich die Ergebnisse seines Versuches innerhalb einer bestimmten Umgebung um den Erwartungswert befinden. Auf
Basis der geheimnisvollen Normalverteilung ergeben sich folgende Werte:

Die Werte von X (Anzahl Treffer) fallen zu etwa...

Unter der (Laplace-)Bedingung, dass 68,3% insIntervall [ —o;p + ol
o=4/n-p-(1—p) > 3 erfiillt ist, gilt: 95,5% inslIntervall [ — 207 + 20]

99,7% insIntervall [ — 30;p + 301

Bezeichnungen

Signifikante Abweichungen
So bezeichnet man Abweichungen, die um mehr als das Doppelte der Standardabweichung (also 2c) vom Erwar-
tungswert abweichen.

Hochsignifikante Abweichungen
So bezeichnet man Abweichungen, die um mehr als das Dreifache der Standardabweichung (also 3c) vom Erwar-
tungswert abweichen.

Aufgrund der RegelmaRigkeit der Binomialverteilung sind Erwartungswert und Varianz sehr einfach zu berechnen.

Obacht: Diese Formeln gelten nur fiir Binomialverteilungen! Nicht im Abi bei anderen Verteilungen benutzen!

Kumulierte Binomialverteilung

Haufig interessiert es nicht so sehr, wie groB die Wahrscheinlichkeit fiir genau k Treffer ist, sondern wie hoch die
Wahrscheinlichkeit z.B. fiir hochstens k Treffer ist. Dann muss man die kumulierte Binomialverteilung benutzen:

k k . .
P(X <k) =F(n; p; k) = "Bin; p; i) = Z[?J~p' A(1=p™”
i=0 i=0

Binomialverteilung 1

' Aufgaben

Thema/Seiten Aufgabe | Zu erledigen bis Thema|Seiten Aufgabe | Zu erledigen bis
3 14

Grundlagen S.121 9 21
1 30
3 31
6 32
8 Praxis 33

Eigenschaften 10 S.131-147 34

S.122-130 11 35
12 36
15 37
21 38
23 39
2 40

Praxis ; Verschiedenes ;

S. 131-147 9 S. 148-149 5
12 8

Ein paar Bildchen aus der reichhaltigen Office-Clipart-Galerie:

Binomialverteilung 2
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Hypothesentests

- Buch S. 189-236

Alternativtests

Bei dieser einfachsten Version der Hypothesentests geht es um Falle, in denen lediglich zwei Alternativen in Betracht

kommen. Dazu ein Beispiel:

Erklarungen zum Sachverhalt

Wichtige Begriffe

Im lange vergangenen Jahr 2006 waren etwa
20% aller deutschen Manner mindestens
1,85m groR.

Die statistische Gesamtheit
...ist hier die Menge aller deutschen Manner.

Im Jahr 2038 ist ein gewisser Professor Bodisizius
der Meinung, der Anteil der groBen Manner habe
sich gesteigert, und zwar auf 30 %.

Natiirlich kann er das als Wissenschaftler nicht
einfach so behaupten, sondern muss seine Vermu-
tung iiberpriifen.

Es gibt also zundchst zwei gegensatzliche Hypothe-
sen:
= Der Anteil der groBen Manner betragt weiterhin
20%.
= Der Anteil der groRen Manner ist auf 30%
gestiegen.

Die Hypothesen

...sind einander ausschlieRende Vermutungen, die bestatigt
oder abgelehnt werden.

= Esgibt eine Nullhypothese H, .

Es ist iiblich, sie entweder folgendermaBen festzulegen:
Wenn es um Anderungen geht, ist die Nullhypothese die
Annahme, dass sich nichts gedndert hat.

Geht es um Objekte mit bestimmten Eigenschaften (eine
Kiste mit wenigen schlechten Schrauben, eine Kiste mit
vielen schlechten Schrauben) wird die Nullhypothese so
gewdhlt, dass ihr Eintreten verdrieBlich wire ein (- Feh-
ler erster Art, siehe weiter unten).

Hier lautet H, : Der Anteil der groRen Méanner betrégt

weiterhin py =20%.
= Es gibt auBerdem eine Alternativhypothese H, .
Sie sagt das genaue Gegenteil von H, im Sinne des Expe-

riments aus.
Hier lautet sie: Der Anteil der groBen Manner ist auf
p; =30% gestiegen.

Q3 Mathematik LK

Jetzt muss sich Professor Bodisizius entscheiden,
wie viele Ménner in der Stichprobe mindestens
1,85m groR sein miissen, damit die eine oder
andere Vermutung als bestatigt gilt.

Dabei mdchte er besonders vermeiden, dass er
falschlicherweise behauptet, der Anteil sei auf
30% gestiegen.

Er sagt deshalb: ,Es miissen mehr als 26 Manner
recht groB sein, damit ich bei der 30 %-Vermutung
bleibe; sind hochstens 26 Manner auffallend groR,
bleibe ich bei der Vermutung, dass es weiterhin
20% groBe Manner in der Gesamtbevdlkerung
gibt.”

Martin-Niemdller-Schule

Stefan Krissel

Die Entscheidungsregel
...ist hier: Wenn mehr als 26 Manner aus der Stichprobe recht
groB sind, ist der Gesamtanteil wohl auf p; =30% gestie-

gen, ansonsten bei p = 20 % geblieben.

Die kritische Zahl

...ist hier auf 26 festgelegt - diese Festlegung scheint zu-
nachst willkiirlich. Sie sagt im aktuellen Beispiel, bis wohin
H, angenommen wird. Die kritische Zahl wird im Folgenden

mit K abgekiirzt.

Nun weiB der Professor, dass er trotz aller Sorgfalt
falsch liegen kann. Er kann die 30 %-Vermutung fiir
wahr halten, obwohl 20% richtig wéaren und um-
gekehrt.

= Der Fehler erster Art oder ai-Fehler tritt ein, wenn H,
angenommen wird, obwohl H, wahr ist.

= Der Fehler zweiter Art oder B-Fehler tritt ein, wenn
H,, angenommen wird, obwohl H, wahr ist.

Darstellung und Berechnung der Fehler

Vierfeldertafel

H, istwahr | H, ist wahr

Entscheidung L

fir H, Jippi! Fehler 2. Art
Entscheidung .
fir H, Fehler 1. Art Jippi!

Nun kann der Professor nicht alle deutschen Manner
messen, sondern will zundchst 100 Personen mes-
sen, um aus dem Resultat Riickschliisse auf alle
Manner zu ziehen.

Hypothesentests

Die StichprobengriBe
...betrédgt hier 100.

Schreibweise als bedingte Wahrscheinlichkeiten

Anteil der Anteil der
GroRen liegt GroRen liegt
bei 20% bei 30 %
Entscheidung o
fiir 20% Jippi! Fehler 2. Art
Entscheidung o
fiir 30% Fehler 1. Art Jippi!

P(Fehler 1. Art) = PHo (Entscheidung fir H,)
P(Fehler 2. Art) = B, (Entscheidung fir Hy)

Berechnung der Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art

Hier bedient man sich der kumulierten Binomialverteilung. Fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass trotz eines
unveranderten Anteils groRer Manner ein erhdhter angenommen wird, nutzt man folgende Rechnung:

o= PHO(X > 26) :1—PHO(X <26)=1-F(100; 0,2; 26) =1-0,9442 = 00,0558 = 5,68%

Es besteht also nur eine 5,58-prozentige Wahrscheinlichkeit, dass der Professor H, félschlicherweise verwirft, also

eine GroRensteigerung annimmt, wo es keine gibt.

Hypothesentests

2
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Berechnung der Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art
Fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass trotz eines auf 30% gestiegenen Anteils groRer Manner ein gleichge-
bliebener Anteil angenommen wird, geht man so vor:

3= PH1 (X <26)=F(100; 0,3; 26) =0,2244 = 22,44%
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Anderung nicht erkannt und damit H, félschlicherweise verworfen wird, liegt bei

22,44 % und damit recht hoch.

Da dieser Fehler hier aber nicht so schlimm ist, wird die hohe Wahrscheinlichkeit akzeptiert, zumal ein Absenken der
Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art ein Ansteigen der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art nach sich ziehen wiirde.

Vorsicht! In diesem Beispiel ist py < p;. Wenn p; < pq ist, dann muss man das bei der Berechnung der Fehler-
wahrscheinlichkeiten beachten. Daher hier noch einmal allgemeine Formeln fiir diese Fallunterscheidung:

Formeln fiir py < p,
a =Ry (X>K =1-P (X <K} =1-F; po; K)
B = PRy, (X <K) =Fin; py; K)

Formeln fiir p; < p,

a =Py, (X <K) = Fin; pg; K)
B=PRy (X>K =1-R, (X <K =1-Fin; pj; K)

Signifikanztests

Einseitige Tests

Im vorigen Beispiel ging Professor Bodisizius einfach davon aus, dass sich der Anteil groRer Manner auf genau 30%
gesteigert hat. Das ist recht gewagt und nicht sehr realitatsnah. Eher wiirde der Professor behaupten, dass sich der
Anteil schlichtweg erhdht hat — auf irgendeinen Wert.

= Die Nullhypothese H, ist, dass es weiterhin 20 % groRe Manner gibt.
= Die Alternativhypothese H, ist, dass es mehr als 20% groRe Méanner gibt.

Der Professor konnte die Fragestellung ein wenig andern, z.B. so:

Wie viele Manner mit mindestens 1,85m KarpergroBe miissen unter den 100 untersuchten Personen sein, damit der
Fehler 1. Art noch maximal 1% betrégt?

Hypothesentests 3
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Nun kann der Professor in eine Tabelle wie im Buch (S. 307) oder im Tafelwerk (S. 57) schauen und sehen, dass bei
tatsachlichen p=0,2 die Wahrscheinlichkeit, dass wir hochstens 30 groBe Manner in der Stichprobe haben,
99,39 % betrdgt. Das heilt umgekehrt, dass bei einem tatsachlichen Gesamtanteil von 20% die Wahrscheinlich-
keit, unter den 100 untersuchten Mannern 31 oder mehr besonders groRe zu haben, nur bei 0,61 % liegt.

K soll also 30 sein. Dann betragt der Fehler 1. Art.

PHo (Entscheidung fir H;) = PH0 (X>30)=1-F(100; 0,2; 30) =0,0061=0,61%

Man sagt nun, das Signifikanzniveau des Tests ist 0,61 % - ein ausreichend geringer Wert.

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art lasst sich nicht eindeutig bestimmen, da es keine feste Wahrschein-
lichkeit fiir die Alternativhypothese gibt. Man kann aber sagen: Je griBer der Anteil der Hochgewachsenen tatséchlich
ist, desto unwahrscheinlicher wird der Fehler zweiter Art.

Vorsicht: Wie bei den Alternativtests muss man gut achtgeben, ob p, < p; oder p; < p, gilt und die Be-
rechnungen entsprechend anpassen.

Zweiseitige Tests

Diese Sorte Hypothesentest funktioniert fast genau wie die vorige. Die Fragestellung wird jedoch noch allgemeiner. Der
Professor konnte z.B. nicht behaupten, dass es mehr groBe Manner als friiher gibt, sondern er will schlichtweg iiberprii-
fen, ob sich deren Anteil bedeutend verandert hat, egal ob nach oben oder nach unten.

Um zu einer Entscheidungsregel zu kommen, ist es wieder zweckmaRBig, die gewiinschte Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 1. Art vorzugeben, z.B. 5%.

Das bedeutet, dass ein Intervall gefunden werden muss, fiir das bei einem stabilen Anteil von p = 0,2 die Wahrschein-
lichkeit bei mindestens 95 % liegen muss. Man geht hierbei so vor, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von
Werten, die iiber dem Intervall liegen, etwa 2,5 % sein soll und symmetrisch dazu die Wahrscheinlichkeit fiir das Ein-
treten von Werten, die unter dem Intervall liegen, ebenso etwa 2,5 % sein soll.

Wenn wir nun in die Tabelle schauen, sehen wir:
PHO(X <12)=F(100;0,2;12) = 0,0253 = 2,53%

Py, (X >28) =1-F(100;0,2;28) = 0,0200 = 2%

Die Summe ist 4,53 %, was sinnvollerweise knapp unter der geforderten Obergrenze 5% liegt. Natiirlich kdnnte
man durch eine Verbreiterung des Intervalls den Alpha-Fehler nahe null driicken, aber dann wiirde man aufgetretene
Veranderungen kaum noch wahrnehmen.

Also ist es sinnvoll, fiir ein Beibehalten der Nullhypothese p =0,2 das Intervall [13;28] zu wahlen. Wenn also min-
destens 13 und hochstens 28 Manner in der 100er-Stichprobe mindestens 1,85m groB sind, bleibt man bei der
Auffassung, dass 20 % aller deutschen Manner mindestens 1,85m groB sind.

Bitte unbedingt auch alle Beispiele im Buch lesen!

Hypothesentests a



Q3 Mathematik LK Martin-Niemdller-Schule Stefan Krissel

Operationscharakteristiken

Bei der Findung einer Entscheidungsregel konzentriert man sich meist auf den Alpha-Fehler, z.B. aus Sicherheitsgriinden.
Um einigermaRen aussagekraftige Ergebnisse erzielen zu kdnnen, ist jedoch ein niedrige Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art
auch wichtig, sonst halt man in zu vielen Fallen unbegriindet an der Nullhypothese fest.

Angenommen, eine Schiilerin behauptet zu Anfang des Schuljahres, in mindestens 60 % aller Mathe-Stunden 15 Punk-
te zu erreichen (Nullhypothese). Die Lehrerin beobachtet sie in den 30 Mathe-Stunden vor den Herbstferien und mdchte
eine Entscheidungsregel aufstellen, nach der sie entscheiden kann, ob sie der Schiilerin glaubt. Weil sie es so gewohnt
ist, soll das Signifikanzniveau bei 5 % liegen. Daher entscheidet die Lehrerin sich fir K=13, denn

a=hR, (X<13)=F30; 0,6; 13) ~ 0,0481

Ab 14 perfekten Stunden wiirde sie also die Behauptung der Schiilerin akzeptieren.
Die Lehrerin ahnt jedoch, dass hier etwas faul ist und berechnet den Beta-Fehler fiir den Fall, dass die Schiilerin in nur
40% aller Falle 15 Punkte erreicht:

B= PH1(X >13)=1-F(@30; 0,4; 13) = 0,2855

Das bedeutet nun, dass trotz der 40 %-Rate eine Wahrscheinlichkeit von nur knapp unter 30 % besteht, dass die
Schiilerin iiber 13-mal die volle Leistung erbringt. Nicht sehr gut. Um sich ein umfassendes Bild der Lage zu verschaf-
fen, berechnet sie fiir mehrere mdgliche Werte von p die Betafehler (auf 4 Nachkommastellen gerundet):

n=30, K=13
P 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 (0,9 (1
Beta-Fehler | O 0 0,0009 | 0,0401 | 0,2855 | 0,7077 | 0,9519 | 0,9989 | 1 1 1

Man sieht also, dass der Test die Schiilerin nur angemessen sicher entlarven wiirde, wenn ihr tatsachlicher 15-Punkte-
Anteil 30% oder geringer ware. Der Test ist also wenig sinnvoll. Besser sieht die Sache aus, wenn die Schiilerin iiber
alle 75 Stunden des Halbjahres beobachtet wird:

a =hR, (X<37) =F(75; 0,6; 37) ~ 0,0398 2> K=37

n=75, K=37
o 0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 |0,6 0,7 08 09 (1
Beta-Fehler | O 0 0 0,0001 | 0,0396 | 0,5 0,9603 | 0,9999 | 1 1 1

Man sieht, dass hier der Test bei einem tatséchlichen Anteil von 40 % schon recht prézise ist. Es zeigt sich: Ein hdhe-
rer Stichprobenumfang erhdht die Giite des Tests.

Eine Funktion OC(p), die bei gegebenen n und K verschiedenen Werten von p den jeweiligen Beta-Fehler
zuordnet, nennt man Operationscharakteristik.
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' Aufgaben
Thema/Seiten Aufgabe | Zu erledigen bis Thema|Seiten Aufgabe | Zu erledigen bis
1 1
Alternativtests 2 Operations- 2
S. 196-198 3 charakteristik 3
5 S.221-225 4
1 5
2
5
6
7
Signifikanztests 12
$.201-216 19
25
27
28
31
32

Hier zur Erbauung ein Bild eines Wombats:

Ratsel

Wer das Geheimnis dieser Sequenz entschliisselt, erhlt einen herzlichen Gliickwunsch:

01010000 01110010 01101001 01100011 01101011 01100101 01101100 01110111 01100001 01110011
01110011 01100101 01110010 00100000 01000101 01101110 01110100 01100101 01101110 01110111
01100101 01101001 01101110 00100000 01101011 01101111 01110011 01110100 01100101 01110100
00100000 01110111 01100101 01101110 01101001 01100111 00100000 01110101 01101110 01100100
00100000 01110011 01100011 01101000 01101101 01100101 01100011 01101011 01110100 00100000
0110011001100101 01101001 01101110 00101110
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